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INTEODUCTION. 


La  théorie  de  l’intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  de  la  forme  la  plus  générale,  créée  par 
les  travaux  des  plus  grands  géomètres  des  temps  modernes, 
forme  actuellement  la  partie  la  mieux  approfondie  et  la  plus  achevée 
du  Calcul  intégral.*  Dans  l’histoire  du  développement  de  cette 
théorie,  on  rencontre  ce  fait  remarquable,  que  les  successeurs  im- 
médiats de  Lagrange,  son  véritable  fondateur  (1772),  considé- 
rèrent comme  impossible  de  suivre  la  voie  qu’il  avait  tracée;  tandis 
qu’au  contraire  les  derniers  progrès  de  cette  théorie  l’ont  rame- 
née de  nouveau  aux  principes  de  Lagrange.'  Pfaff,  le  pre- 
mier, se  plaçant  à un  nouveau  point  de  vue,  est  parvenu  (1814) 
à la  solution  complète  du  problème.  Mais  sa  méthode,  théori- 
quement exacte,  s’est  trouvée  peu  commode  dans  la  pratique,  par 
suite  des  difficultés  que  présente  l’intégration  successive  de  plu- 
sieurs systèmes  d’équations  différentielles.  Cauchy  (1819)  et 
Jacobi  (1837),  par  des  procédés  différents,  et  sans  que  le  se- 
cond eût  aucune  connaissance  des  travaux  du  premier,  montrèrent 
que  le  but  auquel  conduisait  la  méthode  de  Pfaff  pouvait  être 
atteint  plus  simplement,  par  la  seule  intégration  complète  du  pre- 
mier des  systèmes  d’équations  différentielles  qui  se  rencontrent 
dans  cette  méthode.  La  question  paraissait  dès  lors  complète- 
ment épuisée.  Néanmoins  l’infatigable  et  fécond  génie  de  Jaco bi 
n’abandonna  pas  ses  investigations  sur  ce  problème,  auquel  il 
avait  déjà  fait  faire  de  si  grands  pas,  et  auquel  s’attachait  un 
nouvel  intérêt,  depuis  que  les  recherches  d’Hamilton  avaient 
mis  en  évidence  la  liaison  qui  existe  entre  cette  théorie  et  l’in- 
tégration des  équations  différentielles  de  la  Dynamique.  Pen- 
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dant  que  Jacobi  se  livrait  à ses  nouvelles  études  sur  cette  double 
question,  la  théorie  continuait  ses  progrès,  grâce  aux  remarqua- 
blés  publications  d’autres  analystes,  Liouville,  Bertrand, 
Donkin,  Bour,  etc.,  qui  se  sont  occupés  du  même  objet,  et 
dont  les  découvertes  devaient  laisser  moins  à faire  au  géomètre 
allemand,  quoique  souvent  aussi  elles  dussent  coïncider  avec  les 
résultats  qu’il  obtenait  de  son  côté.  Nous  ne  pouvons  émettre 
ici  que  de  simples  conjectures,  puisque  le  travail  de  Jacobi  n’a 
paru  qu’après  sa  mort,  rédigé  par  Clebsch  d’après  les  matériaux 
trouvés  dans  ses  papiers.  Ces  détails  expliquent  les  réclamations 
de  priorité  auxquelles  cette  publication  a donné  lieu  de  la  part 
de  plusieurs  auteurs,  relativement  soit  aux  théorèmes  fondamen- 
taux de  la  ,, nouvelle  méthode*^  de  Jacobi,  soit  à son  principe 
général.  Mais  sans  aucun  doute  le  nom  du  grand  géomètre  restera 
attaché  à cette  théorie,  fondée  sur  ses  conceptions  et  constituée 
par  lui'méme  sous  une  forme  systématique  complète,  lors  même 
que  des  parties  isolées  et  secondaires  de  cet  ensemble  appar- 
tiendraient à d’autres  inventeurs. 

En  me  bornant,  pour  le  moment,  à cette  courte  esquisse  du 
développement  successif  de  ce  problème,  je  me  réserve  de  revenir 
plus  longuement  sur  les  détails  historiques  dans  les  Notes  qui 
accompagnent  le  texte,  et  je  vais  donner  maintenant  un  aperçu 
général  du  contenu  de  ce  Mémoire.  , 

Dans  le  Chapitre  j’examine  les  différentes  formes  d’inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  et, 
de  l’intégrale  complète,  je  déduis  l’intégrale  singulière  et  l’inté- 
grale générale,  par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  en  me  fondant  sur  les  propriétés  des  déterminants 
fonctionnels. 

Dans  le  Chapitre  II,  je  considère  la  forme  particulière  d’inté- 
grale générale  qui  conduit  à des  équations  linéaires  par  rapport 
aux  dérivées  partielles,  et  je  donne  un  abrégé  de  la  théorie  de 
ces  dernières,  d’après  Lagrange  et  Jacobi. 

Dans  le  Chapitre  III,  j’expose  l’état  général  de  la  question, 
conformément  aux  vues  indiquées  dans  le  dernier  travail  de  Ja- 
cobi, et  j’y  introduis  les  conditions  d’intégrabilité  de  Liouville 
et  de  Donkin.  Après  avoir  montré  que,  dans  le  cas  particulier 
de  deux  variables  indépendantes,  la  méthode  de  Jacobi  revient 
identiquement  à celle  de  Lagrange  et  de  Char pit,  je  reprends 
la  question  générale,  et  j’effectue  une  première  simplification  des 
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équations,  par  l’élimination  de  la  fonction  inconnue,  en  tant  qu'elle 
y entrait  explicitement;  je  signale,  en  outre,  le  défaut  du  procédé 
employé  par  Jacob i. 


On  voit,  par  le  contenu  des  chapitres  précédents,  que  l’objet 
principal  de  mon  étude  est  la  „ nouvelle  méthode**  de  Jacobi. 
Après  l’avoir  exposée,  j’ai  fait  remarquer,  d’accord  avec  l’opinion 
exprimée  par  Bour  dans  un  Mémoire  imprimé,  et  par  Bertrand 
1 dans  ses  leçons  publiques,  que  Jacobi  n’a  pas  donné  à la  con- 
struction analytique  de  sa  théorie  toute  la  simplicité  possible.  En 
suivant  les  indications  de  ces  deux  géomètres,  conformes  aux  ré- 
sultats de  mes  propres  recherches,  j’ai  essayé,  dans  le  Chapitre 
IV,  d’établir  le  théorème  fondamental  de  la  méthode  de  Jacobi 
sur  les  principes  les  plus  simples. 


i 


Dans  le  Chapitre  V,  j’expose  avec  détail  la  marche  des  inté- 
grations qu’exige  la  méthode  de  Jacobi.  D’abord,  pour  pré- 
senter le  procédé  fondamental  sous  la  forme  la  plus  simple,  je 
n’ai  pas  réduit,  dans  les  équations,  les  variables  à leur  nombre 
minimum;  en  outre,  j’ai  indiqué  les  difficultés  qui  pouvaient  se 
rencontrer,  et  j’ai  examiné  des  cas  où  le  procédé  s’applique  très- 
simplement.  Enfin,  par  l’élimination  des  variables  superflues,  j’ai 
établi  la  théorie  de  la  méthode  dans  tout  son  développement,  et 
j’ai  donné  des  exemples  pour  bien  faire  comprendre  la  marche 
du  calcul. 


Le  Chapitre  VI  est  consacré  à l’intégration  des  équations 
simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Après 
avoir  montré  que  la  solution  de  cette  question  plus  générale  peut 
se  faire  par  les  procédés  qui  ont  servi  à résoudre  le  problème 
traité  dans  les  Chapitres  précédents,  j’applique  cette  théorie  à des 
problèmes  déterminés  et  indéterminés  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  conduisant  à l’intégration  d’équations  simultanées, 
linéaires  ou  non  linéaires.  Pour  terminer,  je  considère  à un  nou- 
veau point  de  vue  la  question  générale,  intéressante  d’ailleurs  par 
elle -meme,  des  conditions  d’intégrabilité  immédiate  d’une  expres- 
sion aux  différentielles  ordinaires  d’ordre  quelconque. 


IDans  le  Chapitre  VII,  j’expose  la  théorie  de  l’intégration  des 
équations  simultanées  aux  différentielles  ordinaires  de  la  forme 
canonique;  j’explique  la  liaison  qui  existe  entre  le  théorème  de 
Poisson  relatif  aux  intégrales  de  ces  équations  et  le  théorème 
J fondamental  de  la  méthode  de  Jacobi,  et  je  démontre  le  pro- 
J cédé  de  Bertrand  pour  l’intégration  des  équations  de  la  Dyna- 
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inique  au  moyen  du  théorème  de  Poisson.  J’applique  à un  même 
exemple  les  deux  théories. 

Enfîn^  dans  le  Chapitre  VIIÏ,  pour  compléter  l’aperçu  des  mé- 
thodes d’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre,  j’ai  pensé  qu’il  ne  serait  pas  inutile  d’ajouter  un  ex- 
posé général  de  la  méthode  de  Cauchy. 

J’ai  profité,  dans  ce  travail,  des  secours  que  m’ont  offerts 
les  publications  académiques,  les  journaux  mathématiques  et  les 
ouvrages  spéciaux,  et  j’ai  indiqué  les  sources  aux  endroits  cor- 
respondants du  texte.  Je  me  suis  efforcé,  dans  ma  rédaction, 
d’unir  à la  clarté  et  à la  rigueur  la  plus  grande  généralité  possible. 
Mais  je  ne  puis  m’empêcher  de  craindre  que  l’oeil  pénétrant  de  la 
critique  ne  trouve  que  j’ai  manqué  plus  d’une  fois  à cette  triple 
condition,  et  n’aperçoive  encore  d’autres  défauts  dans  mon  travail. 
Dans  ce  cas,  mon  excuse  sera  qu’en  général,  dans  un  premier 
essai,  on  n’atteint  qu’imparfaitement  le  but. 


I 
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Cliapttre 

\ 

§.  1. 

1.  Une  équation  différentielle  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  est  une  relation  donnée  entre  un  certain  nombre  de 
variables  indépendantes,  une  fonction  inconnue  de  ces  variables, 
et  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  cette  fonction. 

m 

Désignons  par 

^1*  ^2>****> 

les  n variables  indépendantes;  par  z la  fonction  inconnue  de  ces 
variables,  et  par 

V\*  Vn 

les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  cette  fonction,  de 
sorte  qu’on  ait 

D’après  ces  notations,  le  type  général  des  équations  dont  il  s’agit 
se  présentera  sous  la  forme 

] (1)  072,.  , 07«,  2,  , Pi,....,  /)«)  = 0, 

la  caractéristique  F désignant  une  fonction  donnée. 

'j  Le  problème  de  l’intégration  de  l’équation  (1)  consiste  à dé- 
I terminer  l’expression  la  plus  générale  de  la  fonction  z,  telle  qu’en 
la  substituant  avec  ses  dérivées  partielles  dans  l’équation  (1), 
celle-ci  se  change  en  identité.  Mais,  avant  d’exposer  les  diffé- 
/ rentes  méthodes  d’intégration,  il  n’est  pas  inutile  d’examiner  les 
différentes  formes  de  relations  primitives  entre  07i,...,  Xn,  z,  qui, 
par  des  différentiations  et  des  éliminations  algébriques,  peuvent 
donner  naissance  à une  même  équation  de  la  forme  (1). 

2.  La  forme  la  plus  simple  d’une  telle  relation  est  une  ex- 
pression de  Z en  fonction  explicite  des  variables  indépendantes. 
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(2)  Z —— f ^ ^2)****)  ^n>  (12,3  ••••i  ®fn)> 

dans  laquelle  entrent,  en  outre,  n constantes  arbitraires  Oj, 
«2,  — , an-  En  différentiant  la  valeur  de  z par  rapport  à chacune 
des  variables  indépendantes,  on  obtiendra  n équations  de  la  forme 

et  entre  ces  équations,  jointes  à l’équation  (2),  on  pourra  éliminer 
les  n quantités  Oi,....,  an-  Si  l’équation  aux  dérivées  partielles 
ainsi  obtenue  est  l’équation  donnée  (1),  alors  l’équation  (2)  repré- 
sentera l’intégrale  de  (1).  Une  telle  intégrale,  renfermant  dans 
son  expression  autant  de  constantes  arbitraires  que  l’équation 
donnée  contient  de  variables  indépendantes,  a été  nominée  par 
Lagrange  une,  intégrale  complète.  ^ 


§.  2. 

3.  11  est  aisé  de  voir  cependant  que  l’intégrale  complète  (2) 
ne  représente  pas  encore  l’expression  la  plus  générale  de  la  fonc- 
tion 1 qui  puisse  satisfaire  à l’équation  (1).  En  effet,  cette  équa^ 
tion  (I)  se  déduit  de  (2)  au  moyen  des  équations  (3),  et  si  ces 
dernières  ne  changent  pas  de  forme,  l’équation  (2)  continuera  à 
représenter  l’intégrale  de  (1),  de  quelque  manière  que  l’on  ait 
généralisé  la  signification  des  symboles  Oj,....,  an-  Supposons 
donc  que  Oj,....,  an  désignent  des  fonctions  des  variables  Xi,...., 
xn,  et  voyons  quelles  conditions  ces  fonctions  doivent  remplir 
pour  que  les  expressions  des  dérivées  partielles  pi,.,,.,  pn  con- 
servent leur  forme  primitive  (3). 

4.  En  différentiant  l’équation  (2)  par  rapport  à chacune  des 
variables,  conformément  aux  nouvelles  suppositions,  on  obtiendra 
n équati(»ns  de  la  forme 

___  ^ I ^ I I 

dxi^  düi  dxi  ^ da2  dxi  ' * “ dan  dxi  * 

lesquelles  se  réduisent  à l’ancienne  forme  (3),  si  les  fonctions 
flj,....,  On  remplissent  la  condition 

^ ^ ^ ^ ^ t -I-  — — 

^«1  dXi  * ^ • • • • T 


(4) 


0, 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Ch.  /,  5.  2.  11 


pour  toutes  les  valeurs  de  i depuis  1 jusqu’à  n.  Ces  n conditions 
se  présentent  sous  la  forme  d’un  système  d’équations  linéaires 

par  rapport  aux  dérivées  partielles  ^ » • • • • » ®*‘”*'* 

nant  toutes  celles-ci  à l’exception  d’une  seule,  nous  trouverons  des 
équations  de  la  forme 

(5)  = 

I 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,....,  n de  l’indice  i. 

Les  conditions  (5)  peuvent  être  satisfaites  de  deux  manières  : 
1®.  En  posant 


(6) 


^-0 

dm 


pour  I,  2, n.  On  obtient  ainsi  n équations,  suffisantes 
pour  la  détermination  des  fonctions  «i,....,  ««;  les  valeurs  trou- 
vées étant  substituées  dans  l’équation  (2),  la  fonction  z ne  ren- 
fermera plus  dans  son  expression  rien  d’arbitraire.  L’intégrale 
formée  par  la  combinaison  des  équations  (2)  et  (6)  est  ce  que 
Lagrange  appelle  l’intégrale  singulière. 


2^.  On  peut  satisfaire  aux  conditions  (5)  d’une  manière  géné- 
rale, en  posant 

R = 0. 

Or  la  quantité  R est  le  déterminant  du  système  des  équations 
(4),  composé  des  éléments  représentés  dans  le  tableau  suivant. 


(A) 


dfti 

Ba^ 

Ba„ 

Bxi  ’ 

’ Bxi  * 

Boj 

Ba^ 

Bn„ 

I « 

Ico 

Boi 

Ba^ 

Bon 

Bxn  * 

Bxn' 

’ BXn 

Le  déterminant  ainsi  formé,  au  moyen  des  dérivées  partielles 
de  n fonctions,  contenant  chacune  n variables  indépendantes,  a 
reçu  de  Jacobi  le  nom  de  déterminant  fonctionnel,  et 
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Jacobi  a démontré  que,  si  le  déterminant  fonctionnel  est  identi- 
quement nul,  les  fonctions  qui  entrent  dans  sa  formation  ne  sont 
pas  indépendantes  entre  elles,  et  qu’une  ou  plusieurs  de  ces  fonc- 
tions doivent  pouvoir  s’exprimer  les  unes  au  moyen  des  autres. 


§.  3. 

5.  D’après  le  plan  que  j’ai  adopté  dans  ce  travail,  j’aurai 
plus  d’une  fois  à m’appuyer  sur  ce  théorème.  C’est  pourquoi  je 
pense  qu’il  ne  sera  pas  inutile  d’en  rappeler  ici  la  démonstration, 
qui  est  d’ailleurs  très-simple  *). 

Considérons  le  système  d’équations 

üi  = (pi,  «2  — ••  • •>  = fpui 

qui  sert  à exprimer  «i,  On  en  fonctions  de  Xif 

De  l’une  de  ces  équations,  contenant  ^],  tirons  la  valeur  de  cette 
variable  en  fonction  de  0^29* substituant  cette  ex- 
pression dans  l’une  des  équations  restantes,  contenant  æi  et  0^2, 
dans  la  seconde,  par  exemple,  nous  aurons  «(2  exprimé"  en  fonction 
de  «1,  ^2»  ^3>*»** *j  ^n,  et  nous  tirerons  de  là  0:2  en  fonction  de 
«1,  «2»  ^3»****»  En  substituant  les  expressions  trouvés,  pour 
dans  une  des  équations  restantes,  qui  avec  ces  deux  va- 
riables contienne  en  outre  dans  la  troisième,  par  exemple, 

nous  aurons  exprimé  en  fonction  de  ai,  «2,  ^3,....,  ^n,  et  nous 
tirerons  de  là  exprimé  en  «i,  «2»  ^74,....,  æn>  En  conti- 

nuant de  la  sorte,  les  expressions  primitives  de  «i , cr2,....,  an 
seront  transformées  en  d’autres  telles,  qu’en  général  ai  se  trou- 
vera exprimé  au  moyen  de  «i,  «2j*-**>  ^n>  Re- 

présentons par 

ai  tpi  (.27],....,  a‘ti)f 
02  = (oi,  0:2,....,  Æ-n), 


*)  Nous  avons  légèrement  changé  la  démonstration  que  donne  le 

texte  original,  et  que  l’on  rencontre  chez  un  grand  nombre  d’auteurs.  11 
nous  a semblé  que  le  raisonnement  pouvait  être  présenté  d’une  manière 

plus  claire,  et  le  Dr.  It.  Baltzer,  à qui  nous  avons  communiqué  cette 

modification,  l'avait  aussi  trouvée  de  son  coté,  et  se  proposait  déjà  de 
l’introduire  dans  la  3^  édition  de  son  Traité  des  Déterminants.  (Note 
du  Traducteur.) 
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03  1/^3  (fl|,  <*2»  ^3>****?  ^n)j 

ai  zrz'tpi  (a, , . . . . , a/~i,  œi,,...,  Xn), 


les  expressions  ainsi  obtenues.  On  retrouvera  les  valeurs  primi- 
tives de  «I,  <i2>****>  ai,....  en  Xi,..,.,  Xn,  si  l’on  remplace  suc- 
cessivement dans  le  second  membre,  de  chaque  équation,  «Tj, 
par  les  valeurs  tirées  des  équations  précédentes.  On 
aura  donc,  en  différentiant  dans  cette  hypothèse. 


dai  __  dijji  ôrt| 
dxk  ~~  dtti  dxk  ^ 


• • + 


diffi  dai-i  S'ijji 


dai-i  dxk  ^ Bxk  ’ 


d’où  l’on  tire 

dxk  J düi  dxk  * * ’ * dai-i  dxk  ^ Sxk 

Nous  conclurons  de  cette  formule  que  le  déterminant  du 
système 

d^i 


(B) 


0, 

0, 


Sipi 

^^1 

8X3*  ’ 

8x„* 

ëj^ 

ëx^' 

8X3*  ’ 

8xn  * 

0, 

8X3*  ’ 

8xn* 

0, 

0...... 

8lpn 
8Xn  * 

peut  se  mettre  sous  la  forme  du  produit  du  déterminant  du  sy- 
stème (A)  par  celui  du  système 


(C) 


1, 


0, 


0,.. 


ëtp^ 

h 

0,  .... . 

“Sa,’ 

ëips 

1. 

“So,’ 

~ Sa*' 

0i/;„ 

8'éJn 

ëxpn 

~ Sa/ 

1 

1 

Sa,’----’ 

0, 

0, 

0, 


1. 
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En  effet,  la  formule  (M)  fait  voir  que  la  somme  des  produits 
des  éléments  appartenant  à la  Z*®"*®  ligne  horizontale  du  système 
(C)  et  à la  ligne  horizontale  du  système  (A)  forme  Télé- 

ment  du  système  (B)  situé  à l’intersection  de  la  Z*®”*®  ligne  hori- 
zontale avec  la  ligne  verticale.  Mais,  dans  chacun  des 

systèmes  (B)  et  (C)  les  éléments  situés  de  l’un  des  côtés  de  la 
diagonale  principale  sont  nuis;  donc  les  déterminants  de  ces 
systèmes  sont  égaux  aux  produits  des  éléments  de  leurs  diago- 
nales principales  respectives.  Par  conséquent  ' 


(7) 


--  /g 

" ^^3  * * * 


6.  Si  le  déterminant  R est  identiquement  égal  à zéro  il  faut 
alors  qu’un  des  facteurs  du  produit,  dans  le  premier  membre  de 
(7),  soit  égal  à zéro.  Mais  les  n — 1 premiers  facteurs  de  ce 
produit  sont,  en  général,  différents  de  zéro,  puisque,  d’après  ce 
qu’on  a supposé,  la  fonction  contient  a:i , la  fonction  ip2  con- 
tient ^.2,....,  la  fonction  contient  a:n—i»  Par  conséquent, 

le  dernier  facteur  doit  être  identiquement  nul;  c’est-à-dire 

que,  par  suite  des  substitutions  successives  que  l’on  a opérées, 
la  fonction  an  ne  doit  plus  contenir  a:«  explicitement,  et  peut  s’ex- 
primer au  moyen  des  seules  quantités  Oi,  Og, ....,  «n— 1.  Cepen- 
dant il  peut  se  faire  aussi  que,  par  suite  des  substitutions  en 
question,  aucune  des  fonctions  i/;»,  ....,  'tf^n-k  ne  contienne 

explicitement  arn,  æ:»—!,....,  a;n-k;  il  est  évident  alors  que  l’on 
aura  identiquement 


W ô:vn-k 


0, 


et  chacune  des  fonctions  a»,  On—u (fn-k  s’exprimera  au  moyen 

des  seules  quantités  cf|,  — , Un-k-i. 


7.  La  proposition  réciproque  est  évidente.  Si  les  fonctions 
a|,  a.2, ....,  an  ne  sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres, 
mais  qu’au  contraire  l’une  d’entre  elles  an,  ou  plusieurs  d’entre 
elles  an,  an-i,-*»^,  an-k  puissent  s’exprimer  au  moyen  des  seules 
fonctions  restantes  ai,  «a,  — , an-k—i,  alors  la  première  des  éga- 
lités (q)  ou  toutes  les  égalités  (q)  auront  lieu,  d’où  il  résultera 
que  le  déterminant  R sera  identiquement  nul. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Ch.  1,  S.  4.  L5 


§.  4. 

8.  Ainsi  on  peut  satisfaire  à la  condition  R =z  0 de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  en  prenant  une  des  fonctions  «i,  «2»  • • • • » 
an  égale  à une  fonction  entièrement  arbitraire  de  toutes  les  autres, 
en  posant,  par  exemple, 

(8)  On  = «2»  • • • ' » > 


OU  d’une  manière  moins  générale,  en  égalant  « quelques-unes  de 
ces  fonctions  à des  fonctions  arbitraires  des  autres,  par  exemple, 
en  faisant 


(9) 


(tn  — Ttn  (cfi» 

^23  • • • • > 

1 = TTn— 1 (<*1 , 

• • • ■ s 

ttn— ft— l)j 

(Ifi—k  — ^n—k{Uif 

• • • • J 

Un—k — l)* 

En  introduisant  cette  dernière  hypothèse  dans  les  conditions 
(4),  et  remarquant,  de  plus^  que,  pour  toute  valeur  de  l’indice 

*^71  et^w  — k,  on  a 

SjTm  dtti  dTVm  ^dn—k—l 

dxi  düi  dxi  * • • * * dun-h-i  dxi 


m 


nous  réduirons  ces  conditions  à la  forme  suivante. 


(K 


df  dnn~k  4.  ^ 

* drcn-k  ôoi  * * * dai)  dx  i 


\dan—k—l 


df 


drCn—k 

hitn-k  ÔOn-fc-l  ' ‘ * ^Ttn  00: 


df 


OTCn  Y 
n—k—lj 


=0 


dltn  '\dan — k — il 


dxi 


Multiplions  cette  équation  par  dxt,  et  faisons  ensuite  la 
somme  de  toutes  les  équations  analogues,  obtenues  en  donnant 
à i toutes  les  valeurs  entières  depuis  l jusqu’à  n\  il  viendra 


+ 


df  dnn-k  df  " 

djCn-^k  dui  ''"^dTtn  düiJ 


, y S7tn  \ ■ \ 

\dan^k-l  ^7tn-k  dan-k-1^  ^ dTtndan-k-l)  " ^ ; 
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Les  fonctions  «tj,  cr2>****7  fln-A— i étant,  par  hypothèse,  com- 
plètement indépendantes  entre  elles,  il  faut  alors,  pour  que  l’é- 
quation précédente  ait  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
dan—k—if  que  l’on  pose 


(10) 


y df  dTtn-k  df  dTtn  _ ^ 

Bai  * Bjrn-k  Bai  • * * * * * Bai 


en  attribuant  à i successivement  toutes  les  valeurs,  depuis  1 jus- 
qu’à n — Â — 1. 


9.  Pour  une  forme  donnée  des  fonctions  arbitraires 
Ttn,  on  peut  tirer  des  équations  (10)  les  valeurs  des  quantités 
Oj,....,  an-k-i;  puis,  au  moyen  des  équations  (9),  les  valeurs 
des  quantités  an^k,.-.»,  an\  après  quoi  l’équation  (2)  donnera  la 
détermination  complète  de  la  fonction  z au  moyen  des  variables 
Xn>  De  cette  manière,  le  système  des  équations  (2),  (9) 
et  (10)  représente  une  intégrale  de  l’équation  (1).  Dans  cette  in- 
tégrale, Texpression  (2)  de  z renferme  k-\-\  fonctions  arbitraires 
de  n — k — 1 fonctions  données,  et  plus  le  nombre  k est  petit, 
plus  l’expression  de  z est  générale.  Pour  ^ = 0,  elle  atteint  la 
plus  grande  généralité  possible.  Dans  ce  dernier  cas,  les  équa- 
tions (9)  sont  remplacées  par  la  seule  équation  (8),  et  les  équations 
(10)  par  les  équations 


(11) 


Bai  ^ Bn  Bai 


qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  1 jusqu’à  n — 1. 


L’intégrale  qui  résulte  de  la  combinaison  des  équations  (2), 
(8)  et  (11)  a été  appelée  par  Lagrange  l’intégrale  générale. 


§.  5. 

10.  Pour  compléter  l’étude  de  la  forme  des  fonctions  qui 
peuvent  être  des  intégrales  d^une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  démontrons  que  toute  fonction  donnée  z des 
variables  Xi,  Xn,  satisfaisant  à l’équation  (1),  est  renfer- 

mée comme  cas  particulier  dans  le  système  de®  solutions  de  cette 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Ch.  /,  S.  5.  17 


équation,  qui  se  compose  de  l’intégrale  complète,  et  des  inté- 
grales singulières  et  générales  qui  s’en  déduisent. 

Soit,  en  effet, 

(12)  iz=z(p{Xiy  Xn) 

la  fonction  donnée,  satisfaisant  à l’équation 

(1)  F{Xly...‘y  Xtly  Zy  Ply  . • • • y 

et  soit 


(2)  2 f{X\y'.t»ty  Xny  a^y,.»*y  fl||) 

l'intégrale  complète  de  cette  équation. 

En  écrivant  le  système  des  n équations 

dxi 


(13) 


0(p 

dxi  * 


on  pourra,  en  général,  déterminer  les  valeurs,  constantes  ou  va- 
riables, des  n quantités  a»,  qui  vérifient  ces  équations. 

Ces  valeurs  satisfont  nécessairement  aussi  à l’équation 

(14)  /•=  fp. 

En  effet,  mettons  l’équation  (1)  sous  la  forme 

2 — {Xl  y ....  y Xny  Pi  y ...  .y  ^n)  ) 


en  substituant  pour  z les  expressions  (12)  et  (2),  nous  obtiendrons 


les  deux  identités 

(15) 

(p  = F(xi, . . , 

Bqp 

...  Xn,  g— .• 

dq> 

***’  BXn^^ 

(16) 

/■= 

8f 

Xn, 

“ ^ BxJ- 

La  dernière  de  ces  identités  a lieu  pour  dés  valeurs  arbi- 
traires quelconques  de  ai,....,  an,  et  par  conséquent  aussi  pour 
les  valeurs  de  ces  quantités  tirées  des  équations  (13).  Mais,  par 
la  substitution  de  ces  dernières  valeurs,  le  second  membre  de 
(16)  devient  complètement  identique  avec  le  second  membre  de 
(15).  D’après  cela,  les  premiers  membres  de  ces  égalités  devien- 
nent identiquement  égaux,  c’est-à-dire  que  l’on  a f=(p.  On  dé- 
montrera absolument  de  la  même  manière  qu’en  général,  si  les 
valeurs  trouvées  pour  vérifient  n équations  quelconques 

du  système  (13)  et  (14),  elles  satisfont  aussi  à la  (w-f- 1)*®"'®. 
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11.  Si  l’on  diffërentie  l’égalité  (14)  par  rapport  à chacune  des 
variables  indépendantes,  en  observant  que  cr,,....,  «n,  qui  entrent 
dans  le  premier  membre  de  cette  équation  et  qui  sont  détermi- 
nées par  les  équations  (13),  doivent  être  considérées  comme  des 
fonctions  des  variables;  on  trouve  n égalités  de  la  forme 

^ 4.  4.  4-  gan_ 

^Xi  düi  dxi  ' • * • ^ 

lesquelles,  en  ayant  égard  à (13),  se  réduisent  aux  suivantes, 

^ ^ J.  4.  fl 

düi  dxi  ^ ^ dün  dxi  ~ 

Mais  ces  dernières  ont  la  forme  des  équations  (4);  par  con- 
séquent, les  valeurs  de  «i,....,  ««,  tirées  des  équations  (13)  et 
ramenant  l’intégrale  complète  (2)  à la  forme  (12),  sont  renfermées 
dans  le  système  des  valeurs  générales  de  «i, an  qui  trans- 

forment l’intégrale  complète  dans  l’intégrale  singulière  ou  dans 
l’intégrale  générale. 

Si  les  valeurs  de  «i,....,  Cn,  tirées  des  équations  (13)  et 
(14),  sont  toutes  constantes,  alors  l’intégrale  (12)  est  un  cas  par- 
ticulier de  l’intégrale  complète.  Si  les  valeurs  sont  des  fonctions 
des  variables,  satisfaisant  à une  ou  à plusieurs  relations  néces- 
saires, de  la  forme 

<p(ai,  «2,....,  an)  = 0, 

alors  l’intégrale  (12)  sera  un  cas  particulier  de  l’intégrale  géné- 
rale. Enfin,  si  ni  l’un  ni  l’autre  de  ces  deux  cas  n’a  lieu,  l’inté- 
grale (12)  est  l’intégrale  singulière. 


§.  6. 

12.  Nous  avons  considéré  l’intégrale  complète  de  l’équation 
(1)  sous  la  forme  d’une  fonction  explicite  z des  variables  .Tj  ,...., 
Xn»  Mais  si  cette  intégrale  est  donnée  sous  la  ,forme  d’une  fonc- 
tion implicite,  déterminée  par  l’équation 

Ç)(^l,..*.,  Xn»  Uj,....,  fl^n)  — 0, 

la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  s’applique 
dans  ce  cas  absolument  comme  dans  le  précédent.  En  effet,  en 
considérant  an  comme  des  fonctions  des  variables  a:,,...., 

.T„,  2,  nous  pourrons  les  déterminer  d’abord  au  moyen  des  équations 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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dg> 

dût 


= 0. 


dans  lesquelles  nous  donnerons  à i toutes  les  valeurs  depuis  1 
jusquà  n.  Nous  obtiendrons  ainsi  l’intégrale  singulière. 


Ën  second  lieu,  en  supposant  que  an,  an— an—k  soient 
des  fonctions  entièrement  arbitraires  de  ai,  a^,»***,  On-k-u  on 
peut  déterminer  ces  dernières  quantités  en  fonction  des  variables 
par  les  équations 


dq)  , d(p  èan-k 


dai  ^ dün-k 


“T  + 


dai 


dun  dai  * 


où  l’on  suppose  2 = 1,  2,....,  n — k — 1,  L’intégrale  obtenue  de 
cette  manière  est  une  intégrale  générale,  et  elle  a sa  plus  grande 
généralité  pour  k = 0. 

En  effet,  il  est  facile  d»  voir  que,  dans  chacun  des  trois 
modes  de  détermination  précédents  des  quantités  ai,...*,  an,  on 
, obtient,  en  différentiant  l’équation  çp  = 0 par  rapport  à chacune 
Ides  variables  indépendantes,  n équations 


d(p 

dxi 


dg) 


^ d’une  seule  et  même  forme  dans  les  trois  cas.  Par  conséquent, 
la  détermination  de  ai,...,,  an  au  moyen  de  ces  équations  et  de 
g)=0  conduit  dans  ces  trois  cas  à une  seule  et  même  équation 
aux  dérivées  partielles,  puisque  le  résultat  de  l’élimination  ne  dé- 
pend pas  des  valeurs  attribuées  aux  quantités  éliminées. 

13.  Remarquons  que,  si  l’équation  aux  dérivées  partielles  ne 
renferme  que  deux  variables  indépendantes,  avec  une  fonction 
de  ces  variables,  ces  trois  variables  pourront  être  considérées 
comme  les  coordonnées  d’un  point  de  l’espace.  Alors  l’intégrale 
complète  représentera  l’équation  d’une  surface,  renfermant  deux 
paramètres  arbitraires.  La  méthode  même  qui  sert  à trouver  l’in- 
tégrale générale  et  l’intégrale  singulière  au  moyen  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  devient,  dans  ce  cas,  complètement 
identique  avec  le  procédé  employé  en  Géométrie  pour  déterminer 
les  surfaces-enveloppes,  savoir:  dans  le  cas  de  l’intégrale  singu- 
lière, en  faisant  varier  indépendamment  les  deux  paramètres;  dans 
le  cas  de  l’intégrale  générale,  en  établissant  entre  ccs  paramètres 
une  dépendance  arbitraire. 
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Cbapitre  II. 

\ 

§.7. 

14.  Nous  avons  vu  (§.  4.,  art.  9)  que  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  fonction  explicite  z satisfaisant  à Téquation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre 


’ *’  0a:, dxn’  - 


F{Xy, 
est  la  suivante, 

ï = .. . . , Xnt  Uif,,,,,  an— If  7r(Ui,....,  Un— i)], 

qui  renferme  dans  son  expression  les  n variables  indépendantes 
Xi,,,..,  Xuf  puis  n — 1 fonctions  données  indépendantes  entre 
elles,  «1,....,  «n-i  de  ces  variables,  et  enfin  une  fonction  arbi- 
traire Tl  de  ces  fonctions  données. 

Considérons  un  cas  particulier  de  cette  forme  générale,  celui 
où  / ne  contient  explicitement  ni  Xi,.,.  , Xn,  ni  aj,....,  fln-i; 
nous  aurons  alors 

(1)  2 =/’[7r(ai,..,  fln-i)],  ou  simplement  z=7i(ai,..,  a„^i), 

puisque  tv  est  une  fonction  arbitraire. 

L’équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  correspon- 
dante à cette  forme  d’intégrale  s’obtient  très-simplement,  en  s’ap- 
puyant sur  le  théorème  du  §.  3.,  en  vertu  duquel  le  déterminant 
fonctionnel  des  fonctions  z,  fli,....,  an-i  est  égal  à zéro,  lors- 
qu’on a entre  ces  fonction  la  relation  (1).  Il  vient,  d’après  cela. 


(2) 


dz 

êz 

9z 

dxi 

9x2 

1 ^ 

düi 

9ai 

9ai 

dxi 

9x2 

9xn 

Ba„-i 

9an-i 

9(Jn—] 

9xj 

9x2 

9xn 

= 0, 


ou,  en  développant  le  déterminant  de  degré  n,  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  suivant  les  déterminants  partiels 
de  degré  n — 1 , qui  ne  renferment  pas  les  éléments  de  la  première 
ligne  horizontale, 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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+ ^”0T„  = «> 


les  coefficients  R^y  Rn-\  étant  les  déterminants  de  degré 

n — 1 formés  avec  les  éléments  du  déterminant  (2),  en  supprimant 
constamment  la  première  ligne  horizontale,  et  successivement  la 
1^®,  la  2®, , la  ligne  verticale,  de  sorte  que 


I 


fîflj  8oi  dcii  8(ii 

da:n  da:i—i 


don—l  don—l  don—l  Sfln— 1 

da^i^i  " * ’ dû^n  dxi  * * ’ * 


L’équation  (3)  est  de  forme  linéaire  par  rapport  aux  dérivées 

. „ 0z  „ , - 

partielles  g— 5...»  ®11®  de  terme  qui  ne  contienne 

aucune  dérivée  partielle,  et  ses  coefficients  ne  contiennent  pas  la 
fonction  z. 

15.  Prenons  maintenant  la  seconde  forme  de  l’intégrale  gé- 
nérale (§.  6.), 

dn—l,  On— l)J  ~ 0, 


par  laquelle  l’inconnue  z est  déterminée  comme  fonction  implicite 
des  variables  indépendantes.  Ici  q>  désigne  une  fonction  donnée, 
n une  fonction  arbitraire,  et  les  fonctions  données  Uj,....,  «n— i 
contiennent,  outre  les  variables  indépendantes,  la  fonction  z elle- 
même. 


Considérons  le  cas  particulier  où  Oi,....,  On-i  n’entrent  pas 
directement  dans  ç),  mais  seulement  par  la  fonction  n;  alors  l’é- 
quation précédente  est  de  la  forme 

x„y  z,  7t(aiy....y  On-i)]  = 0; 

en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à tt,  il  vient 

7t  (flj ,....,  Qji — i)  = JJ  »••••>  ^n>  2), 

X désignant  une  fonction  connue.  Si  l’on  pose,  pour  Tuniformité, 
5j=an,  et  qu’on  profite  de  ce  que  la  fonction  n est  arbitraire,  on 
peut  remplacer  la  relation  précédente  par  celle-ci  qui  lui  est 
équivalente, 


(4)  0.2,....,  «n-l,  Un)  = 0. 

Voyons  de  quelle  forme  est  l’équation  aux  dérivées  partielles 
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de  la  fonction  z qui  correspond  à la  forme  d’intégrale  (4).  Pour 
ramener  ce  cas  au  précédent,  prenons  d’abord  l’équation 

(5)  y = 7r(fir, a„)  ; 


en  vertu  de  cette  relation  entre  les  fonctions  y,  «i,....,  ««,  il 
s’ensuit  que  leur  déterminant  fonctionnel  est  nul,  c’est-à-dire  que 
l’on  a 


Sy  Sy 


dxi 

6x2” 

dz 

dai 

8ai 

doi 

dxi 

8x2” 

dz 

dan 

dajj 

BTj 

6x2' 

dz 

étant  un  déterminant  de  degré  n,  formé  d’une  manière  ana- 
logue aux  Ri  de  l’art,  précédent. 


Mais  si,  entre  les  fonctions  «j,...., 
(4),  alors  on  a 


y = 0, 


fln,  on  établit  la  relation 


et  Z peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  a:],....,  Xn>  En 
différentiant  dans  cette  hypothèse  la  dernière  équation  par  rap- 
port à chacune  des  variables  indépendantes,  nous  obtenons  les  n 
équations 


Il 

dxi  + "êz 


1,  2,...., 


au  moyen  desquelles  l’équation  (7)  se  change  dans  la  suivante 

(8)  8^  + ....+ 

Cette  dernière  équation  est  encore  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  i;  mais  elle  est  d’une  forme  plus 
générale  que  l’équation  (3),  puisqu’elle  a un  terme  qui  ne 

renferme  pas  les  dérivées  partielles  de  z,  et  que  la  fonction  z 
elle -même  entre  dans  les  coefficients  avec  les  variables  indé- 
pendantes. 
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16.  Ainsi  se  trouve  établie  la  forme  la  plus  générale  d’une 
relation  primitive  entre  les  variables  indépendantes  et  une  fonc- 
tion de  ces  variables,  conduisant  à une  équation  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  partielles.  Cette  équation  linéaire  peut  être, 
par  conséquent,  de  l’une  des  deux  formes  générales  (3)  ou  (8); 
mais  l’analyse  précédente  fait  voir  que  de  l’équation  (8)  on  peut 
remonter  à l’équation  (7),  qui  est  de  la  même  forme  que  (3),  si  ce 
n’est  qu’elle  contient  une  variable  indépendante  de  plus.  L’é- 
quation (6),  équivalente  à (7),  est  vérifiée  identiquement,  si  l’on 
substitue  à la  fonction  y une  quelconque  des  fonctions  a^,...,  an, 
puisque  le  déterminant  qui  forme  le  premier  membre  de  cette 
équation  a dans  ce  cas  deux  de  ses  lignes  horizontales  identiques 
entre  elles.  Par  suite,  «i,....,  an  sont  n solutions  ou  intégrales 
particulières  de  l’équation  (7),  et  l’expression  la  plus  générale  de 
la  fonction  y 6st,  comme  l’indique  la  formule  (5)^  une  fonction  ar- 
bitraire de  ces  intégrales  particulières.  Enfin,  cette  fonction  ar- 
bitraire, étant  égalée  à zéro  (ou  à une  constante  arbitraire,  ce 
qui  n’augmente  en  rien  la  généralité),  donne,  comme  le  montre  la 
formule  (4),  l’intégrale  générale  de  l’équation  (8). 

D’après  cela,  on  peut  déjà  prévoir  la  marche  générale  de 
l’intégration  d’une  équation  linéaire  de  la  forme  (8),  lorsque  les 
coefficients  /2(*)  sont  des  fonctions  données  quelconques  de  arj,.., 
Xn,  2.  On  la  ramènera  à la  forme  (7),  puis  on  déterminera  n 
fonctions  indépendantes  vérifiant  cette  équation  (7).  Alors,  en 
égalant  à zéro  une  fonction  arbitraire  de  ces  n fonctions,  on  aura 
l’intégrale  générale  de  l’équation  considérée. 

Cette  prévision  est  pleinement  confirmée  par  la  théorie  ex- 
posée dans  les  deux  paragraphes  suivants. 


§.  8. 

17.  Lagrange,  après  avoir  établi  une  première  théorie  de 
l’intégration  des  équations  linéaires,  l’a  présentée  finalement  sous 
la  forme  suivante. 


Prenons  une  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  par- 
tielles, de  la  forme  générale 


(9) 


dz 

dXq 


dans  laquelle  A,  Ai,..,.,  An  désignent  des  fonctions  données  de 
Xi,.,..,  Xn  et  de  i. 
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Représentons  son  intégrale  par  l’équation 

(10)  ocn,  2)  = 0, 


au  moyen  de  laquelle  on  pourra  déterminer  z en  fonction  de 
Xn.  En  la  différentiant  dans  cette  hypothèse  par  rapport  à cha- 
cune  des  variables  indépendantes,  nous  aurons  les  n égalités 


Zy  dz  dy 

dz  dxt  dxi  ’ 


(i  = 1,  2,....,  n). 


By 

Par  conséquent,  en  multipliant  l’équation  donnée  par  ^ , et  trans- 
portant tous  les  termes  dans  le  second  membre,  on  obtient  l’égalité 


(11) 


k 

Bz 


By 

Bxi 


0 A r,'  + 


By 

Bxn 


D’autre  part,  en  considérant  z comme  une  fonction  déterminée  par 
l’équation  (10),  et  prenant  la  différentielle  complète  de  y dans 
cette  supposition,  nous  aurons  identiquement 


Or 


dy 


dy  =:  0. 


BXn 


dXn  ÿ 


donc,  en  substituant  ici  la  valeur  d’une  des  dérivées  partielles  de 
By 

y,  de  ^ par  exemple,  tirée  de  l’égalité  (11),  il  viendra 


A 


dy  = +. . . + dz)^^. 


An 


By 


Cette  expression  montre  que  dy  deviendra  identiquement  nul,  si 
entre  les  variables  x,...,,  2 on  établit  des  relations  satisfai- 

sant aux  équations 

(12)  dxi—^  dz:=:d,  . . . dxn  — ^dz  = 0. 


Mais  pour  les  n équations  simultanées  aux  différentielles  ordi- 
naires (12)  du  premier  ordre  entre  ïi-fl  variables,  on  peut  déter- 
miner n intégrales  distinctes,  renfermant  n constantes  arbitraires 

On.  Supposons  que  ces  intégrales,  résolues  par  rapport 

aux  constantes  arbitraires,  soient 


(13)  (pi{Xi,..,  Xn,  2)  = ai,  Xn,  z)=a.^,.,,  g>n(a:i,..,.z'n,  t)  = an- 
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Au  moyen  de  ces  n équations,  représentant  les  intégrales  des 
équations  (12),  on  peut  aussi  exprimer  n des  variables  oti,  . . , Xny 
Z en  fonctions  de  la  variable  restante  et  des  constantes  arbitrai- 
res. En  substituant  ces  expressions  dans  la  fonction  y {x^,  • * yXn,  i)., 
la  variable  restante,  en  fonctions  de  laquelle  sont  exprimées 
toutes  les  autres,  devra  disparaître  d’elle -même,  puisque  dy  doit 
être  nul.  Par  conséquent,  après  la  substitution,  y ne  contiendra 
plus  que  les  constantes  arbitraires  a^, . . . . , On- 

De  là  il  s’ensuit  évidemment  que  la  forme  la  plus  générale 
que  puisse  avoir  la  fonction  y pour  satisfaire  à la  condition  pré- 
cédente, est  la  forme 

<3Pn), 

TC  désignant  une  fonction  complètement  arbitraire,  et  tpn 
q)n  étant  les  fonctions  qui  forment  les  premiers  membres  des 
équations  (13).  En  effet,  si  l’on  résout  les  équations  (13)  par 
rapport  à n quelconques  des  quantités  Xi,..,.,  Xn,  i,  et  que  l’on 
substitue  de  nouveau  les  valeurs  obtenues  dans  les  équations  d’où 
elles  ont  été  tirées,  celles-ci  devront  se  réduire  à des  identités,  rpi 
se  changeant  en  Oi,  q)^  en  «a»  Par  suite,  l’intégrale  géné- 

rale de  l’équation  (9)  est 

92j*‘**»  q^n)  = ü. 

C’est  à peu  près  sous  cette  forme  que  la  théorie  des  équa- 
tions linéaires  a été  exposée  dans  la  Leçon  XX  du  Calcul  des 
Fonctions  (édition  de  1806).  Lagrange,  après  avoir  déve- 
loppé cette  théorie  pour  le  cas  de  deux  et  de  trois  variables  in- 
dépendantes, ajoute:  „L’analyse  précédente  est  plus  simple  et 
plus  directe  que  celle  que  j’ai  donnée  dans  la  Théorie  des 
Fonctions  (n°.  101);  c’est  ce  qui  m’a  engagé  à la  mettre  ici, 
d’autant  qu’elle  s’applique  avec  la  même  facilité  aux  équations 
semblables  entre  un  plus  grand  nombre  de  variables.  Dans  les 
Mémoires  de  Berlin  de  1779,  je  m’étais  contenté  de  prouver, 
a posteriori,  la  légitimité  et  la  généralité  de  la  méthode.  “ 

§.  9. 

18.  D’après  la  théorie  de  Lagrange,  l’intégration  de  l’équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles  (9)  se  ramène  à l’intégration 
du  système  d’équations  simultanées  aux  différentielles  ordinaires 
(12).  Mais,  comme  la  fait  voir  Jacobi  (Journal  de  Crelle, 
T.  H),  les  solutions  de  ces  deux  questions  sont  liées  par  une 
dépendance  mutuelle.  La  démonstration  de  cette  proposition 
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complète  et  éclaircit  la  théorie  de  Lagrange,  et  nous  fournit  en 
même  temps  l’occasion  de  présenter  une  esquisse  générale  de  la 
théorie  de  l’intégration  des  équations  simultanées  de  la  forme  (12). 

Les  équations  (12)  peuvent  s’écrire  sous  forme  de  proportions, 

dz  __  dxi dxn 

^ ^ "“  **  An* 

lesquelles  sont  l’expression  de  ce  problème:  Etablir  entre  les  varia- 
bles Z,  Xn  des  relations  telles,  que  les  différentielles  de 

ces  variables  soient  proportionnelles  aux  fonctions  données  A,  A^y,,, 
An-  En  prenant  une  des  variables,  z par  exemple,  pour  variable 
indépendante,  on  peut  considérer  toutes  les. autres  x^y,,..,  Xn 
comme  des  fonctions  de  z,  et  les  équations  précédentes,  écrites 
sous  la  forme 

dxi ^ dxn An 

ST'-'Z*'**-,  “"Z* 

donneront  les  expressions  des  dérivées  premières  de  ces  fonctions 
au  moyen  de  z,  x^y..,,  Xn-  H est  facile  d’en  déduire  des  expres- 
sions semblables  pour  les  dérivées  d’ordres  plus  élevés  de  ces 
mêmes  fonctions.  Pour  cela,  en  différentiant,  par  exemple,  l’é- 
quation 

dxj  ^ Ai 
dz  A 


plusieurs  fois  consécutivement  par  rapport  à z,  considéré  comme 
la  variable  indépendante,  dont  sont  des  fonctions,  et,  à 

mesure  que  ^^s’introduisent  dans  les  seconds  membres, 

les  remplaçant  par  leurs  valeurs  respectives  J *•••  •’ 
tiendra  les  expressions  demandées,  qui  seront  de  la  forme 


(14) 


dxi 

dz 

d^^ 

~d^ 


d^Xi 

dz^ 


^ (2,  Xly.-..y  X„)y 

'^2  (h  Xiy....y  Xn), 


'tfjn  (Zy  X\y-,..y  Xf^  y 


On  trouvera  de  cette  manière  les  expressions  des  dérivées  d’or- 
dres supérieurs  de  toutes  les  fonctions  Xn- 
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Supposons  maintenant  qu’à  une  valeur  particulière  donnée  z® 
de  la  variable  indépendante  z correspondent  des  valeurs 
x^,...,  XfP,  choisies  arbitrairement  pour  les  fonctions  Xi, 
x„.  On  pourra  développer  alors  chacune  des  fonctions  Xi,..,  Xn 
en  série  infinie  par  la  formule  de  Taylor.  On  aura  de  cette  manière 

a:i x„^)^-j^ 

(z  — 2®)® 

-f-i/zaCz®  a:, O,....,  Xn^)  --f  2 

Ainsi  se  trouve  démontrée  l’existence  des  n fonctions  cherchées, 
remplissant  les  conditions  voulues,  et  nous  voyons  en  même  temps 
que  toutes  ces  expressions  renferment  les  mêmes  constantes  ar- 
bitraires Xi^,,..,  x„^.  Pour  ce  qui  est  de  la  quantité  2%  elle  doit 
être  considérée  comme  une  constante  donnée,  par  exemple  comme 
un  nombre  donné.  Remarquons  encore  que,  au  lieu  des  con< 
stantes  arbitraires  Xt^,.,,,  Xn^,  on  peut  en  introduire  d’autres, 
liées  avec  les  premières  par  des  relations  arbitraires,  pourvu  que 
les  nouvelles  constantes  arbitraires  puissent  être  déterminées  de 
telle  manière  que,  pour  une  valeur  donnée  quelconque  de  2,  les 
fonctions  Xi,,.,  x„  puissent  prendre  des  valeurs  choisies  à volonté. 

19.  Pour  déterminer  les  expressions  finies  des  n fonctions 
cherchées  Xi,...,  Xm  il  faut,  en  général,  trouver  n équations, 
nommées  intégrales,  entre  ces  fonctions,  la  variable  indépen- 
dante 2,  et  n constantes  arbitraires.  Ce  problème  peut  être  résolu 
dans  certains  cas,  sans  élever  l’ordre  différentiel  des  équations 
(12),  et  le  succès  dépend  finalement  de  la  forme  des  fonctions 
données  A,  Ai,,..,  An> 


Il  existe  encore  un  autre  procédé:  l’élimination  de  n — 1 des 
fonctions  inconnues,  et  la  réduction  du  problème  à l’intégration 
d’une  seule  équation  différentielle  ordinaire  du  ordre.  Pour 

cela,  prenons,  par  exemple  les  n premières  équations  (14),  et  éli- 
minons entre  elles  les  n — 1 quantités  Xi,...,  Xi-\,  xi^i,...,  Xn^ 
Nous  obtiendrons  de  cette  manière  une  seule  équation  entre  2,  la 
fonction  Xi  de  2 et  les  dérivées  de  cette  fonction  jusqu’au 
ordre,  et  cette  équation  sera  de  la  forme 


Xi, 


dxi 
dz  * 


-îi)-0 


Une  équation  de  l’ordre  n entre  deux  variables  a,  comme  on  sait, 
n intégrales  premières,  qui  se  présentent  sous  la  forme  d’équa- 
tions différentielles  de  l’ordre  n — 1,  renfermant  chacune  une  con- 
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stante  arbitraire.  En  résolvant  ces  équations  par  rapport  aux  con- 
stantes arbitraires  Ci,..,  Cn,  nous  aurons  n équations  de  la  forme 


(15) 


On  peut  obtenir  un  système  d’équations  équivalent  à celui-ci, 
en  trouvant  l’intégrale  complète  de  l’équation  différentielle  du 
fiième  ordre,  laquelle  renferme  n constantes  arbitraires,  en  la  diffé- 
rentiant  n — 1 fois,  et  tirant  des  n équations  ainsi  obtenues  les 
valeurs  des  constantes. 

20.  En  substituant  dans  les  équations  (15)  les  valeurs  (14) 
des  dérivées  de  la  fonction  Xit  nous  obtiendrons  les  n relations 
cherchées  entre  z,  Xi,,,.,,  Xn»  ou  les  intégrales  des  équations 
(12),  lesquelles  peuvent  s’écrire  ainsi, 

(16)  Ç)j(2,  Xi,,,.,  ar„)  = Ci,...,  q>n(z,  a:«)  = c„. 

Les  équations  (16),  devant  être  les  intégrales  des  équations 
(12),  jouiront  de  cette  propriété,  que  si,  au  moyen  de  ces 
mêmes  équations  et  des  autres,  on  en  déduit  des  relations  entre 
les  variables  z,  arj,...,  Xn  ne  renfermant  point  de  constantes  ar- 
bitraires, ces  relations  devront  être  des  identités.  Dans  le  cas 
contraire,  en  effet,  nous  ne  pourrions  plus,  pour  une  valeur  don- 
née de  z,  choisir  à volonté  les  valeurs  correspondantes  de  Xi,..,  Xn- 

Remarquons  encore  que  les  premiers  membres  des  équations 
(16)  représentent  n fonctions  qui  restent  constantes  pour  les  va- 
riations simultanées  de  z,  Xi»...,  Xn‘  Par  conséquent,  leurs  dif- 
férentielles sont  égales  à zéro. 


fi(z,xu 


^ f dxx  d®  ^Xi  ^ 

/ n [Zy  Xi  y — ^ , . . . , ) = Cn* 


D’après  cela,  on  a 


ou 


dq)i  = 0, 


dcpi  ^ 

dz  * dxi  dz 


^ 

dXn  dz 


dx\  dxfi 

En  mettant  pour  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

(12),  et  multipliant  le  résultat  par  Ay  il  vient 
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0, 


équation  qui  représente  une  relation  entre  z,Xi,.,.,Xny  et  qui  ne 
contient  aucune  constante  arbitraire.  Donc,  d’après  la  remarque 
précédente,  cette  équation  doit  être  identique. 

Par  conséquent,  les  fonctions  qui  forment  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (16)  satisfont  à l’équation  aux  dérivées  par- 
tielles 


(II) 


ay  , . ay 


A^  + A,  5^  + — + An  — 0, 


dxi 


dy  


que  nous  avions  dans  le  paragraphe  précédent.  Il  y a plus:  une 
fonction  arbitraire  d’une,  de  plusieurs  ou  de  la  totalité  de  ces 
fonctions  satisfera  pareillement  à l’équation  (11).  En  effet,  si  l’on 
convient,  pour  abréger,  de  représenter  par  A(y)  le  premier  mem- 
l)re  de  l'équation  (U),  nous  aurons  identiquement 


^(9>i)  = 0»....,  A^(pn)  = 0* 

En  prenant  une  fonction  7t  des  fonctions  (pi,, 


(pn,  il  vient 


dn 

dz 


dn  dq)i  • 

bq)i  di  02  * 


dn  dn  dqpi  dn  8(pn 

dxi  dçi  dxi  + * * * * + Sg)n  bxi  * 

Multiplions  la  seconde  de  ces  équations  par  Ai,  et  ajoutons 
la  somme  des  expressions  analogues  pour  ^ = 1,  2,....,  n,  à la 
première  équation  multipliée  par  A;  il  viendra 

Or  le  second  membre  de  cette  égalité  est  identiquement  nul;  il 
en  est  donc  de  même  du  premier. 

Enfin,  la  supposition  de  y = 0 permet  de  considérer  z ou  l’nne 
des  quantités  a:,,...,  Xm  par  exemple  Xi,  comme  une  fonction 
de  toutes  les  autres  variables;  dans  ce  cas,  l’équation  (11)  se 
ramène  à l’une  des  suivantes, 


dz 

dxi 


âlT  + + ^n—  = A, 


dz 

^dl~„ 


^ 8i  + • ■ • + 8xi.i  + ^'■+'0ï;r,  + 


Ai, 
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et  l’équation 


9>n)  = 0 

sera  l’intégrale  complète  de  ces  équations  aux  dérivées  partielles. 

Ces  conclusions  sont  complètement  conformes  à la  théorie  de 
Lagrange,  et,  en  les  prenant  pour  bases,  on  pourra  considérer 
la  méthode  d’intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles comme  une  simple  addition  aux  propriétés  démontrées 
plus  haut,  des  intégrales  des  équations  simultanées  de  la  forme  (12). 

21.  Pour  achever  de  mettre  en  lumière  la  liaison  intime  et 
la  dépendance  réciproque  des  deux  problèmes  de  l’intégration  de 
l’équation  (II)  et  de  celle  des  équations  (12),  démontrons  encore 
le  théorème  suivant: 

Toute  fonction  ip  des  variables  z,  æti,....,  Xn,  satis- 
faisant à l’équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
(11),  conserve  une  valeiiH*  constante,  lorsqu’on  tait  va- 
rier simultanément  la  quantité  z et  les  quantités 
Xn,  considérées  comme  des  fonctions  de  z déterminées 
par  les  équations  (12);  et  par  conséquent 

'ip  = const. 

est  une  des  intégrales  du  système  d’équations  simul- 
tanées (12). 


En  effet,  en  prenant  la  différentielle  de  dans  l’hypothèse 
de  arj,...,  Xn  fonctions  de  z,  on  a 


+ dxi 


dxi 

dz 


+ +— 


dXn 

dz 


) 


dz\ 


or,  en  vertu  des  équations  (12), 

dx^  dXn  ^ 

donc 

d^==AW-2- 

D’après  les  conditions  du  théorème,  est  identiquement  égal 

à zéro.  Partant, 


dip  — 0,  d’où  ip  = const.  ; 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 
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De  là  résulte:  1®.  Qu’ayant  déterminé  d’une  manière  quel- 
conque n fonctions  distinctes  ou  indépendantes  entre  elles  9)1,..., 
9)„,  satisfaisant  à l’équatibns  (11),  nous  aurons  un  système  com- 
plet d’intégrales  des  équations  (12),  sous  la  forme 

<p,  = const  = Cl , 9>2  = const.  = C2, . . . , 9>n  = const.  Cn; 

2^.  Que,  connaissant  un  système  d’intégrales  des  équations  (12), 
tel  que  le  précédent,  on  peut  former  un  nombre  inflni  d’autres 
systèmes,  de  la  forme 

(<Pi>***»  9«)  = const.  = c(^), 

% (g?!,...,  g?n)  = const.  = cW, 


TPn  (g?l,  • ••5  9>n)  = const.  = c(”). 

11  est  clair  que  ce  passage  d’un  système  d’intégrales  à un 
autre  revient  à remplacer  les  constantes  arbitraires  prinntives  par 
de  nouvelles  constantes,  liées  avec  elles  par  des  relations  choisies 
arbitrairement, 

7ri(Ci,...,  Cn)  = c(^),...,  7r«(Ci,...,  Cn)  = c(”). 

22.  Parmi  les  différents  systèmes  d’intégrales  des  équations 
(12),  celui  qui,  dans  beaucoup  de  cas,  mérite  la  préférence  est  le 
système  dans  lequel  entrent,  comme  constantes  arbitraires,  des 
valeurs  arbitraires  a?!®,..,  XiP  des  fonctions  Xi,..,  Xn,  correspon- 
dantes à une  valeur  quelconque  2^  de  la  variable  indépendante 
2.  Il  est  facile  de  déduire  ce  système  d’intégrales  d’un  autre 
système  donné  quelconque,  par  exemple,  du  système  (16).  En 
supposant  que,  pour  2=2^,  on  ait,  pour  valeurs  correspondantes, 
Xi=iXi^,,,.,  Xn=Xn^,  nous aurons,  entre  les  anciennes  constantes 
et  les  nouvelles,  les  relations  ^ 

(pl  (2^,  • . . , X'nP')  — C] , . . . , (pn  (2^,  Xi^f  • • • , Xfi^^  ~ Cn , 

ou,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport  à Xj 

= C„),...,  .r„0  = T//„(Ci,...,  Cn). 

Si  l’on  substitue  ici  les  valeurs  de  Ci,..,Cn,  tirées  des  équations 
(16),  nous  aurons  le  système  demandé  d’intégrales,  sous  la  forme 

g),  (2.  a:,,...,  x„)  = (pt  ^1®,...,  -Tn^), 


(JPn  (2,  Xj,...,  Xn)  = fpn  (x^  , Xn^), 
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ou  encore  sous  celle-ci 

9>»i)  = <pn)  = a:n^* 


Chapitre  111. 

§.  10. 

23.  Nous  allons  maintenant  considérer  le  problème  de  Tinté- 
gration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de 
la  forme  la  plus  générale,  c’est-à-dire,  sans  restriction  relative  au 
nombre  des  variables  indépendantes  ou  à la  forme  de  l’équation. 

En  conservant  les  notations  adoptées  au  §.  1,  représentons 
encore  le  type  général  de  ces  équations  sous  la  forme 

(1)  æny  2,  pi,.,.,  /?«)  = 0. 

La  détermination  immédiate  de  Tintégrale  générale  de  Téquatioq 
(1)  constituerait  un  problème  trop  complexe;  à cause  de  cela,  on 
cherchera  d’abord  son  intégrale  complète,  renfermant  n constantes 
arbitraires,  de  laquelle,  comme  on  Ta  démontré  plus  haut  (Chap.  I, 
§§.  2. — 6.),  on  déduira  ensuite,  par  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires, les  intégrales  générales  et  l’intéjgrale  singulière.  Une 
autre  manière  de  traiter  le  problème  consiste,  au  lieu  de  déter- 
miner immédiatement  l’intégrale  complète,  représentée  par  une 
équation  entre  les  variables  indépendantes  Xm  la  fonction 

Z et  n constantes  arbitraires,  à chercher  d’abord  les  expressions 
des  dérivées  partielles  pi,***iPn  de  la  fonction  2.  En  substituant 
ces  expressions  dans  l’équation 

(2)  dz  =r  pidxi  + p^dxz  + . . . . ^pndxn , 

qui  donne  la  différentielle  totale  de  la  fonction  z,  et  intégrant 
cette  équation,  on  obtient  l’intégrale  complète  cherchée.  Si  l’on 
met  cette  dernière  sous  la  forme  d’une  équation  résolue  par  rap- 
port à une  des  constantes  am  on  a 

m 

(3)  /‘(a:,,...,  Xm  2,  fli,...,  an-i)  = an; 

d’où,  en  différentiant  par  rapport  à chacune  des  variables  indé- 
pendantes, on  tire 
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Pi  = 


■ ^ 
dxi 

-dj 

pz 


pn  = 


if 


Par  suite,  /?i,. doivent  être  des  fonctions  de  Xi,..,  Xn,  h 
et  renfermer  dans  leurs  expressions  n — 1 constantes  arbitraires 

U,,...,  «„_i. 

De  plus,  pour  que  l’équation  (2)  admette  une  intégrale,  telle 
que  (3),  il  'est  nécessaire  que  les  fonctions  /?!,...,  /?«  remplissent 
les  conditions  d’intégrabilité,  lesquelles  sont  de  la  forme 

^pi  , ^pi  ôpk  . dpu 

i et  k représentant  tour  à tour  toutes  les  combinaisons  différentes 
des  nombres  1,  2,...,  ti,  pris  deux  à deux.  Par  suite,  ces  con- 
ditions sont  au  nombre  de  et  on  les  écrira  toutes,  sans 

omissions  ni  répétitions,  en  donnant  à l’indice  i les  valeurs  suc- 
cessives 1,  2,...,  21  — ],  et,  pour  chaque  valeur  de  i,  donnant  à 
l’indice  k successivement  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  i, 
jusqu’à  n inclusivement. 

Introduisons,  pour  abréger,  la  notation  suivante:  u étant  une 
fonction  quelconque,  qui  renferme,  outre  les  variables  indépen- 
dantes Xm  la  fonction  z de  ces  variables,  nous  représen- 

terons la  dérivée  partielle  de  u par  rapport  à l’une  des  variables 

indépendantes  xi,  par  le  symbole  d’écrire 

du  du 

d^  + g^pi*  après  cette  convention,  le  type  général  des  condi- 
tions d’intégrabilité  prendra  la  forme 


#'  (4) 


/^\  _ 

\da:k/  KdxtJ' 


§.  11. 


24.  Pour  déterminer  les  n fonctions  pn,  qui  condui- 

sent, par  l’intégration  de  l’équation  (2),  à l’intégrale  complète  de 
(1),  il  faut  en  général  trouver  w équations  entre  ces  fonctions, 
les  variables  Xi,...,»  Xn,  z et  « — 1 constantes  arbitraires  «i,..., 
«n— 1«  Nous  avons  déjà  une  de  ces  n équations,  savoir,  l’équation 
aux  dérivées  partielles  donnée  (1);  il  reste  à déte|miner  les  « — 1 


3 
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autres.  En  supposant  ces  dernières  résolues  par  rapport  aux 
constantes  arbitraires,  représentons  le  système  considéré  des  n 
équations  comme  il  suit, 

(5)  F 0,  1^2  — ^2  ?*•••>  ft_i  = On—X  > 

Fj,....,  Fn—1  désignant,  comme  le  premier  membre  F de  l’équa- 
tion donnée  (1),  des  fonctions  de  Xn...,  Xn-,  2,  /Ji?...,  pm  qni  «e 
renferment  pas  de  constantes  arbitraires. 

De  cette  manière,  au  lieu  de  déterminer  n fonctions 
renfermant,  avec  les  w -f  1 variables,  n — l constantes  arbitraires, 
le  problème  se  ramène  à la  recherche  de  « — 1 fonctions  Fi,..., 
Fn-i,  de  2w -f  1 variables  chacune,  mais  ne  renfermant  pas  de 
constantes  arbitraires.  Pour  la  détermination  des  fonctions 
on  donne  les  équations  de  condition  (4).  Voyons  quelles  conditions 
doivent  remplir  les  fonctions  Fj,....,  F«_i,  en  supposant  que  les 
valeurs  de*pi,....,  pn,  tirées  des  équations  (5),  satisfassent  aux 
conditions  (4).  Pour  cela,  prenons  deux  quelconques  des  équations 
(5),  par  exemple,  les  équations 

Fi  = ai,  Fk  — ak, 

et  différentions-les  successivement  par  rapport  à chacune  des  va- 
riables indépendantes  Xi,.,,,  Xn-  On  trouve,  en  dilFérentiant  par 
rapport  à , 


m) 

, m 

+ dp. 

,dFi 
^ Sp^ 

,dFi 

Bpn 

^ hs 

II 

(S) 

8Fk 

+ dp, 

(£) 

dFt 

m*- 

dfk 

* ^ dpn 

(©= 

différentiant  par  rapport  à ; 

rj. 

\dX2J 

JJl 

' dp. 

\dxj 

(©+■■ 

m 

’ dp„ 

fS£n\_ 

\dx^ 

\dx2/ 

dFu 

+ dp. 

(^Pl) 

\d.rj 

dj\ 

dp^ 

. aFfc 
Bpn 

_ 

\dx2J 

et  ainsi  de  suite;  enfin,  en  diflférentiant  par  rapport  à Xn, 


aux  dérivées  par  U elles  du  premier  ordre. 
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Eliminons 


lueres 


, entre  les  deux  premières  équations  précédentes,  m-- 

deux  suivantes,  enfin,  entre  les  deux  der- 

, Nous  obtiendrons  ainsi  les  n é^quations 


(6) 


\dxj 

dpi 

8Fi 

dpi 

/an 

)+ 

{8J\8Fk 
l 8/)2  8pi 

0J»1  ) \0^i/ 

1 

+... 

8 Fi  8Fi 

8pn  8pi 

1 

Qjl  05 

3^  1^73 

N N 

I! 

]/m\ 

dFk 

8Fi 

(djk 

{m8Fk 

jxdx^J 

"SpJ 

) + 

[Sp,  8p^' 

dp2  dpi  j \dxj 

+ ..• 

•+l 

\8JFi  8Fi,_ 

{8pn  0p2 

dFi  dFk'i  /dpn\  __ 
^Pn  ) {^^2/ 

l/a^A 

f \dXnJ 

dFk_ 

dpn 

Jlii 

<8_FJ^ 

k.8x,J 

1+  { 

dJ\dFk 

Bpi  dpn 

S Fi  dFk)  /dpi  \ 

dp„  dpi  j \dx„/ 

1 

dFi 

BFk  dFi  dFk  ) /dpn—i\ 

1, 

••+\ 

dp„-] 

l dpn  dpn  dpn-1  ) V dXn  ) 

0, 


0, 


25.  Introduisons  maintenant  les  conditions  d’intégrabilité  (4), 
et  remarquons  que,  dans  les  équations  (6),  les  coefücients  des 

quantités  doivent  être  égales  en  vertu  de  ces 

conditions,  sont  eux -mêmes  égaux  en  grandeur,  mais  de  signe 
contraire.  Si  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  équations  (6)> 
tous  les  termes,  à l’exception  des  deux  premiers  de  chaque  équa- 
tion, se  détruiront  deux  à deux,  et  nous  obtiendrons  l’équation. 


^ ^ V J ^Pi  ^pi  \ 


X^^n/dpn  dpn  \ 


~)  = 0, 
71/ 


qui  devra  être  satisfaite  par  toutes  les  combinaisons  deux  à deux 
des  fonctions  qui  forment  les  premiers  membres  des  équations  (5). 

La  loi  de  composition  du  premier  membre  de  l’équation  (7) 
au  moyen  des  dérivées  partielles  des  fonctions  Fi  et  Fk  est  évi 
dente;  nous  adopterons,  pour  le  désigner,  le  signe  conventionnel 
[Fl,  Fk].  D’après  cela,  le  type  général  des  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  fonctions  F,  Fi,....,  F„_i,  sera 

(8)  [Fl,  F,]  = 0, 

i et  k représentant  toutes  les  combinaisons  différentes  des  indices 
0,  1,  2,  — , 71  — ],  pris  deux  à deux,  avec  la  supposition  de 
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Fq—F*  Par  suite,  les  conditions  (8)  sont  en  même  nombre  que 
les  conditions  (4),  savoir,  au  nombre  de 


n{n  — 1) 

Remarquons  de  plus  que,  si  dans  l’équation  (7)  une  des  deux 
fonctions  Fi,  Fk  est  donnée,  cette  équation  sera  de  forme  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  l’autre  fonction,  qui  est  in- 
connue. Ainsi,  par  exemple,  en  faisant,  dans  l’équation  (7),  Fk~F, 
et  écrivant,  par  suite,  l’équation  sous  la  forme 


dpi  Bp2 


Bpn  Ba:n 


(9) 


t BF  ^ BF  ^ ^ BF)BFi 

(BF  BF)BFi  (BF  BF)  BFi 

< -I-  n.  -z:r~  > — < := 4-  > -= 


\ Ba:i  ^ Bz  j Bp 


Bx2  ^ Bz  j Bp2 


Bz  ) Bpn  ' 

nous  avons  une  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  par- 
tielles de  Fi,  dont  l’intégration  (Chap.  11,  §§.  8 et  9)  se  ramène  à 
l’intégration  du  système  suivant  d’équations  simultanées  aux  dif- 
férentielles ordinaires. 


B^i 


Bpt 


dz 


Bxn 

Bpn 


(10) 


- Bt 
Pi 


BF 


Fpn 


Bpn 


Bxi 


-dpi  —dp2  , 

, BF-"  B F aF‘“ 


~dpn 


BF  BF 

Bxn  ^ Bz 


§.  12. 

26.  En  considérant  le  nombre  et  la  forme  des  équations  (8), 
à l’intégration  desquelles  se  ramène  notre  problème,  il  est  aisé 
de  remarquer  que  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  se 
distingue  des  autres  par  sa  plus  grande  simplicité.  En  effet, 
lorsque  w=2,  alors,  pour  compléter  l’équation  donnée 
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F{xi,  î,  /?i,  p^)  = 0, 

il  suffit  de  former  une  autre  équation 

^ 1 (^I  » ^2’  P\  > 7^2)  » 


dont  le  premier  membre  vérifie  la  condition  unique 

[F,  F,]=0, 

Cette  équation  est,  comme  nous  l’avons  vu,  une  équation 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  Fj, 
dont  l’intégration  se  ramène  à l’intégration  du  système  (10)  d’é- 
quations simultanées  aux  diflférentielles  ordinaires,  lequel  prend, 
dans  le  cas  actuel,  la  forme 

dxi  dx2  dz 

-0^“"  |f7  ^ 

^Pi  ^Pi 

__  —dpi  —dp2 

Bxi  * Bz  Bx2  ^ Bz 

Ën  outre,  il  est  évident  qu’il  suffit  de  déterminer  seulement  une 
intégrale  Fj  = ai  de  ce  système,  qui  renferme  au  moins  une  des 
quantités  p2i  et  une  constante  arbitraire  «j.  A l’aide  de  cette 
intégrale  et  de  l’équation  donnée,  on  déterminera  les  expressions 
de  Pi  et  de  /?2*  substituant  ces  expressions  dans  l’équation 

dz — Pidxi — Pidx^  = 0, 

l’intégration  de  cette  équation,  multipliée,  s’il  est  nécessaire,  par 
un  facteur  d’intégrabilité,  fera  connaître  l’intégrale  complète 
chercbée. 


27.  Pour  éclaircir  cette  méthode,  appliquons-la  à l’équation 


ê [(£)■+'] 


+ (a 


OU 


Pi  (p**+ 1)  + (“ -Ap%  — 0. 

Le  système  correspondant  d’équations  différentielles  simultanées 
prend  ici  la  forme 


dxi  dx^  dz 

P*®+  * “ 2p,pj  + a— ï ~ 3p,pa»+  (a— 

_ dpi  _ dpt 

PiP*  Pt*' 
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L’équation  formée  en  égalant  le  premier  et  le  dernier  de  ces  rap- 
ports donne,  en  l’intégrant. 


«1  + 


On  tire  de  là,  au  moyen  de  l’équation  donnée, 

Z — a 

Pi  = 


En  substituant  ces  valeurs  de  et  de  p^  dans  l’équation 
dz—p^dxi — p^dx^~^^ 


il  vient 


dz 


Z — a 


V 


(î4=‘)‘+’i)w,=o. 


Cette  équation,  multipliée  par 


se  ramène  à la  forme 

Par  suite,  l’intégrale  complète  de  l’équation  donnée  sera 

(.  — ),(±  V"H-)‘+'  - 

ou 

' — = ( ± VW7+^ + ^“0  <'• + "•> 

Si  l’on  prend,  dans  le  système  d’équations  simultanées,  l’é- 
quation formée  en  égalant  les  deux  derniers  rapports,  l’intégration 
donne 


Pi  = dip^. 


ai  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Au  moyen  de 
cette  équation  et  de  l’équation  donnée,  on  trouve 
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Pi  = «I V"  ’ ' P*— yf  di  ‘ ’ 

par  conséquent, 

dz—pi  dxi  — p^dæ^  = «Zr  — («i  + dx^)  ^ -1=0. 


En  divisant  cette  équation  par  V ~ — 1,  et  intégrant, 

^ «1 


on  ob- 


tient l’intégrale  complète  de  l’équation  donnée,  sous  cette  autre 
lorme, 


ou 


2 «1  V Z — a — «1  — («1  x^  -|-  x^)  — «a 

+ «1, 


(or,  .T,  + ÆTa  -f  ora)^ 

— . /I  — 


Z ~ a = 


4a, 


«O  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 


28.  La  méthode  précédente  pour  l’intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  à deux  variables  indépendantes  a été 
établie  par  Lagrange  dès  l’année  1772. 


L’équation  linéaire  à l’intégration  de  laquelle  il  ramène  le 
problème  n’a  pas  la  forme  symétrique  de  l’équation  [F,  F,]=0; 
mais  elle  renferme  moins  de  variables.  Exposons  en  quelques 
mots  le  procédé  de  Lagrange. 

Les  dérivées  partielles  p,,  p,^  doivent  être  considérées  comme 
des- fonctions  de  x^,  x^,  z,  dont  il  suffit  de  déterminer  une 
seule,  la  valeur  de  l’autre  se  déduisant  de  l’équation  donnée 

F{xi,  x^,  Z,  /?2)  = 0. 

Si  l’on  substitue,  réciproquement,  ces  deux  valeurs  dans 
cette  même  équation,  elle  se  changera  en  une  identité:  par  con- 
séquent, on  pourra  la  différentier,  non  seulement  par  rapport  à a:,, 
mais  encore  par  rapport  à z,  considéré  aussi  comme  une  variable 
indépendante.  Nous  aurons,  de  cette  manière, 

dF  8F  dpi  dF  dpt 

Bxi  ^ dpi  dxi  ^ dp2  dxi  * 

01  +0^,  82  +0îia  8z 

En  y joignant  la  condition  d’intégrabilité 
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02  ^»-0^+ 0r^*’ 


et  éliminant  entre  les  trois  équations  précédentes  les  dérivées 
partielles  de  p^,  on  obtient  une  équation  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles  de  la  fonction  pi. 


dpi  dxi  ^ 0/?2  ^^2  V * ^Pl  ^ ^pl) 


^ dF  _ 

+ ^ +/^i  ôr  = 0. 


dxi 


dz 


dans  les  coefficients  de  laquelle  p2  doit  être  remplacé  par  sa  va- 
leur  tirée  de  l’équation  donnée  F=:0.  Par  cette  équation,  pi  est 
déterminé  en  fonction  de  Xi,  x^,  z;  puis  la  valeur  de  la  fonction 
P2  se  déduit  de  l’équation  donnée.  Les  deux  fonctions  satisfont 
à la  condition  d’intégrabilité , que  l’on  a prise  pour  base  de  leur 
détermination.  Donc,  par  la  substitution  de  leurs  valeurs,  l’é- 
quation 

dz  — Pi  dxi  — p^dx^  = 0 


devient  intégrable,  et  ^on  intégration  fait  connaître  la  solution 
cberchée. 

Remarquons  que  l’équation  linéaire  préc^'Jcâ.ie  conduit  au 
système  d’équations  simultanées 

i 

dxi  dx2  dz  — dpi 

~'dF^  ^ dF  '^~dF  d_F* 

^ dp2  dpi^^dp2  dxi^  P^dz 

qui  est  évidemment  le  même  que  celui  de  l’art,  26,  à cela  près 
que  l’on  y supprime  le  dernier  rapport,  et  que  l’on  y remplace 
par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  ^ = 0.  Les  deux  procédés  sont 
donc  au  fond  complètement  identiques,  et  conduisent  à une  seule 
et  même  solution,  si  l’on  se  borne  à déduire  du  système  précé- 
dent d’équations  simultanées  une  intégrale  renfermant  pi  et  une 
constante  arbitraire.  Mais  Lagrange  avait  cru  d’abord  que,  pour 
avoir  l’expression  de  pi^  il  fallait  déterminer  l’intégrale  générale 
de  l’équation  linéaire,  laquelle  doit  être  de  la  forme 

en  désignant  les  intégrales  du  système  correspondant  d’équations 
simultanées,  résolues  par  rapport  aux  constantes  arbitraires,  par 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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cpi  {xi,  X2»  h Pi)  = const.  = «, 
x.i,  Z,  pi)  z=  const.  = |3, 

(Paixi,  Z,  pi)z=  const.  = y, 

et  représentant  par  la  caractéristique  tv  une  fonction  arbitraire. 

Si  l’on  suppose  que  de  l’équation  qui  représente  l’intégrale 
générale  on  puisse  tirer  la  valeur  de  pi  sans  donner  une  forme 
particulière  à la  fonction  n,  nous  aurons  aussi  cette  fonction  dans 
l’expression  de  /?2*  Cependant  il  est  évident  que,  entre  une  re- 
lation primitive  qui  lierait  Xi,  x^f  z,  et  qui  serait  de  la  forme 


f[xi,  X2,  2,  9?2)]  = 0 


(/*  étant  une  fonction  donnée,  et  7t  une  fonction  arbitraire),  et  les 
deux  équations  obtenues  par  la  différentiation  de  la  précédente 
par  rapport  à Xi  et  à X2,  il  n’est  pas  possible  d’éliminer  les  trois 
Btv  Btv 

■Onctions  j k • 

09?!  ^9^2 


' Dans  le  Calcul  des  Fonctions  (p.  390),  Lagrange  pro- 
pose un  moyen  pour  concilier  cette  contradiction.  Mais  il  faut 
remarquer  qu’elle  ne  se  renconlxe  pas  dutout,  si,^  conformément  à 
la  remarque  très-juste  de  Charpit*)^  au  lieu  de  l’intégrale  générale 
de  i'c  ’ ntion  linéaire,  on  prend  une  intégrale  particulière  renfer- 
mant la  variaUl;:,pj.  Ce  dernier  procédé,  au  lieu  de  conduire  à 
l’intégrale  généra!^,  conduit  à l’intégrale  complète  de  l’équation 
donnée  F=0,  et  a de  p’ns  l’avantage  de  ne  pas  exiger  l’inté- 
gration complète  du  système  d’équations  simultanées.  Lagrange, 
en  terminant  son  exposition,  l’établit  aussi  par  cette  méthode, 
sans  citer  d’ailleurs  le  nom  de  Charpit,  à qui  elle  appartient. 


§.  13 

29.  Si  le  nombre  des  variables  indépendantes,  dans  l’équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  est  plus  grand  que 
2,  alors  le  problème  de  l’intégration  présente  un  caractère  plus 
compliqué.  En  effet,  déjà  dans  le  cas  de  trois  variables  indé- 
pendantes, il  faut  (§§.  10  et  11),  étant  donnée  la  fonction  F des 
variables  a7|,  0:2,  x^,  z,  pi,  /?2»  Ps»  9’^*  forme  le  premier  membre  de 


*)  IVÏcmoîrc  présenté  à l’Académie  des  Sciences  par  Charpit,  le  30 
juin  1T81. 


.3* 
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Tequation  proposée  F=0,  déterminer  deux  fonctions  F,,  F,  de 
ces  mêmes  variables,  satisfaisant  aux  conditions 


Par  conséquent,  la  fonction  Fj  peut  être  déterminée,  de  même 
que  dans  le  cas  précédent  de  deux  variables  indépendantes. 


comme  intégrale  particulière  d’une  équation  linéaire  du  premier 


ordre;  mais,  pour  déterminer  la  fonction  il  faut  trouver  une 
intégrale  particulière,  satisfaisant  à la  fois  aux  deux  autres  équa- 


tions simultanées  linéaires  aux  dérivées  partiélles. 


Si  le  nombre  des  variables  indépendantes  est  tî,  alors,  étant 
donnée  la  fonction  F des  variables  ari,...,  ar»,  2,  /?«,  qui 

forme  le  premier  membre  de  l’équation  proposée  F=0,  il  faut 
déterminer  n—l  fonctions  Fj,  F^,..,  Fn-i  des  mêmes  variables, 
qui  satisfassent  aux  conditions 


La  fonction  F,  se  détermine  comme  une  intégrale  particulière  de 


la  première  des  équations  précédentes;  la  fonction  F2  comme  une 
intégrale  particulière  satisfaisant  simultanément  à la  2^  et  à la  3^ 


équation,  etc.;  et  enfin  Fn—i  doit  être  une  intégrale  particulière 


satisfaisant  simultanément  aux  n — 1 dernières  équations. 


C’est  de  cette  manière  qu’a  été  présenté  le  problème  de  l’in- 


tégration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
dans  le  Mémoire  de  Jacobi  intitulé:  Nova  methodus,  etc. 
(Journal  de  Crelle-Borchardt,  t.  LX).  Quoique  ce  nouveau 
procédé  de  solution  soit,  par  l’époque  de  .sa  découverte,  posté- 
rieur aux  autres,  cependant  il  forme  par  sa  nature  la  continuation 
directe  des  premiers  pas  faits  par  Lagrange  et  Charpit  dans 
la  théorie  du  problème  qui  nous  occupe.  C’est  pour  cela  que 
j’exposerai  ce  procédé  avant  de  parler  d’une  autre  méthode  de 
solution,  proposée  par  Pfaff,  et  perfectionnée  par  Jacobi  lui- 
même  et  par  Cauchy. 


§.  14. 


30.  Jacobi  commence  par  transformer  l’équation  donnée 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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(a)  F(Xi,...y  Xny  2,  /?n)=0 

en  une  autre,  également  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
mais  dans  laquelle  la  fonction  inconnue  n’entre  pas  elle -même 
explicitement,  et  où  le  nombre  des  variables  indépendantes  est 
plus  grand  d’une  unité. 

Mais  dans  cette  transformation  s’est  glissée  une  inadvertance, 
signalée  par  Bertrand,  et  qui  consiste  en  ce  que  Jacobi  lie  la 
nouvelle  fonction  inconnue  à l’ancienne  par  une  relation  de  forme 
particulière,  d’où  il  résulte  que  le  passage  de  l’intégrale  de  l’é- 
quation transformée  à celle  de  l’équation  proposée  conduit  dans 
la  plupart  des  cas  à des  impossibilités. 

En  effet,  Jacobi,  en  introduisant  une  nouvelle  variable  in- 
dépendante U et  désignant  la  nouvelle  fonction  inconnue  par  y,  pose 


y = it. 

\ 

On  tire  de  là,  en  différentiant  par  rapport  à chacune  des  varia- 
bles indépendantes, 

0y  Sz  1 0y  02  1 0y 

* 0f*  dxi  t dxi  * * * * ' Sa:n  t dxn 


En  substituant  dans  l’équàtion  proposée  les  valeurs  précédentes 
de  la  fonction  z et  de  ses  dérivées  partielles,  on  la  transforme 
dans  la  suivante. 


Xjl*  0^  * 


1 0y  1 ^ 

t dxi*  ’ t dxn 


) = 0. 


Dans  cette  équation  les  variables  indépendantes  ...,  :rn>  ^ sont 
en  nombre  plus  grand  d’une  unité  que  dans  la  proposée,  et  la 
fonction  inconnue  y y entre  seulement  par  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 


Mais,  pour  que  de  l’intégrale  de  l’équation  ainsi  transformée 
on  puisse  tirer  l’intégrale  de  l’équation  donnée,  il  faut,  en  vertu 
de  la  dépendance  que  l’on  a supposée  entre  ces  intégrales,  »que, 
dans  la  première,  la  variable  indépendante  t n’entre  qu’en  facteur 
commun,  ce  qui  évidemment  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  des  cas 
particuliers.  Par  conséquent,  la  transformation  précédente  n’atteint 
pas,  la  pluspart  du  temps,  le  but  proposé.  Il  vaut  mieux,  d’après 
cela,  ne  pas  choisir  d’avance  arbitrairement  la  forme  de  la  relation 
qui  doit  exister  entre  les  deux  intégrales,  mais  employer  pour  la 
transformation  le  meme  procédé  général  qui  nous  a servi  dans 
l’intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivéos  partielles. 
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31.  Si  l’on  représente,  en  effet,  l’intégrale  de  l’équation 
donnée  sous  la  forme 


Xn*  2)  — . 0, 

et  qu’on  la  différentie  par  rapport  à chacune  des  variables  indé- 
pendantes, on  trouve,  par  chacune  des  valeurs  r=  1,  2,...,  w. 


dy  dy  AJ»' 


dxi 

Ô2 


En  portant  ces  valeurs  de  pi  dans  l’équation  donnée,  elle  prend 
la  forme 


à) 


^Xi,  . . . Xfif 


8xj 

h 

dz 


h. 

dXn 


8y 

dz 


) 


0. 


Dans  cette  dernière  équation,  on  devra  considérer  Xi,..,  Xn,  2 
comme  variables  indépendantes.  La  méthode  de  Jacobi,  ainsi 
que  nous  le  verrons  plus  loin,  fournit  l’intégrale  , complète  y de 
l’équation  précédente  sous  la  forme  d’une  fonction  explicite. 


y — • • • > 2,  U|, . . • , ün) 


flj,...,  Qn,  «n+i  désignant  des  constantes  arbitraires.  Par  consé- 
quent, en  retranchant  du  second  membre  de  l’égalité  (c)  la  con- 
stante arbitraire  qui  y entre  par  simple  addition,  et  égalant 

ce  second  membre  à zéro,  nous  obtiendrons  l’intégrale  de  l’équa- 
tion donnée,  sous  la  forme  d’une  fonction  implicite  2,  déterminée 
par  l’équation 

{d)  y cr»-|-i  = 0,  ou  f{xi,.,.,  Xn,  2,  Oi,...,  On)  = ü. 

En  effet,  puisque  l’équation  (c)  représente  l’intégrale  de  l’é- 
quation (6),  en  substituant  dans  celle-ci  la  fonction  f au  lieu  de 
y,  on  aura  l’identité 

K K 

_/  dXi  Bxn  \ .V 

(f)  ^ • • • • » ^ny  2,  ' 0^.  J U, 

' dz 

qui  a lieu  pour  deî|  valeurs  quelconques  de  Xny  2.  Sup- 

posons maintenant  la  dernière  de  ces  variables  déterminée  en 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Ch.  Ill,  §.  i4.  45 

fonction  de  toutes  les  autres  au  moyen  de  l’équation  (rf);  elle  sera 
alors  l’intégrale  de  l’équation  (a)  ; car  de  l’équation  {d)  on  tire 


K 

Bz 

Bxi 

Bz 

Bxn 

Bxi 

Bf 

02 

r 

1' 

8 

li 

Zf  ' 
Bz 

et,  en  substituant  ces  valeurs  des  dérivées  partielles  de  z dans 
l’équation  (a),  on  retombe  sur  l’identite  (/),  qui  a lieu  pour  une 
valeur  quelconque  de  2,  et  par  suite  aussi  pour  celle  qui  est  tirée 
de  l’équation  {d). 

Il  est  ainsi  démontré  que  l’intégration  d’une  équation  dans 
laquelle  la  fonction  inconnue  entre  non -seulement  par  ses  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  mais  encore  explicitement  par 
elle -meme,  peut  toujours  se  ramener  à l’intégration  d’une  autre 
équation,  dans  laquelle  le  nombre  des  variables  indépendantes  est 
plus  grand  d’une  unité,  et  où  la  fonction  inconnue  n’entre  que  par 
ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  ^ 


§.  15. 

32.  Si,  dans  l’équation  proposée,  la  fonction  inconnue  n’entre 
que  par  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  alors  son  type 
général  pourra  être  représenté  sous  la  forme 

xn, 

ou 

H{x^,...,  Xn,  Pi,...,  Pv)  = a, 


en  faisant  généralement 

dxi 

Ici  H désigne  une  fonction  donnée,  a une  constante  déterminée, 
qui  peut  être  aussi  égale  à zéro. 

Le  problème  de  rintégration  complète  de  l’équation  précé- 
dente peut  être  réduit  à la  détermination  de  w — 1 équations, 

. ~ Hn—\.  = Un— Ij 

dans''lesquelles  Oj,  02,...,  Un—i  désigrient  des  constantes  arbitrai- 
res, et  /fl,...,  //n-i,  de  même  que  //,  des  fonctions  des  varia- 
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blés  ÆTi,..,  Xn  et  des  dérivées  partielles  />«,  indépendantes 

entre  elles  par  rapport  à ces  dérivées*),  et  ne  contenant  pas  les 
constantes  arbitraires  aj,...,  «n— i.  Si  les  fonctions Hn-\ 
sont  déterminées  de  telle  manière  que  les  valeurs  de  Pi,pi***iPni 
tirées  des  équations 

(l)  = fl,  Hi  ~ Hn-~\  ^ fln— 1> 

transforment  le  second  membre  de  l'équation 


(2)  dz  = Pi  dxi  + p2<dx.i  + . . . + pndxn 

en  une  diflférentielle  exacte,  alors  l’intégrale  complète  cherchée 
s'obtiendra  par  l’intégration  de  cette  dernière  équation,  et  sera 
de  la  forme 


2 — Xnt  «x»*.*,  fln— l)  -f- fl». 


Par  hypothèse,  les  fonctions  H y Hi,.,,  Hn-i  ne  contiennent 
pas  s;  par  suite,  les  valeurs  de  /?|,...,  /?«,  tirées  des  équations 
(1),  seront  exprimées  au  moyen  des  seules  variables  indépen- 
dantes Xi,..yXny  et  les  conditions  d'intégrabilité  du  second  membre 
de  l’équation  (2)  seront,  dans  le  cas  actuel,  de  la  forme 


(3) 


dpi  _ ^ 

dxk  dxi* 


£n  supposant  que  les  valeurs  de  pi,..,,  pn,  tirées  des  équations 
(l),  satisfassent  aux  conditions  (3),  on  pourra  trouver  les  condi- 
tions auxquelles  doivent  satisfaire  dans  ce  cas  les  fonctions  Ui, 
H^y..y  Hfi-iy  cxactcment  de  la  même  manière  que  nous  avons  trouvé, 
au  §.  11,  les  conditions  analogues  pour  les  fonctions  -Fi,..,  -F»— i. 
D’après  cela,  pour  éviter  les  répétitions,  nous  nous  bornerons  à 
dire  que  les  résultats  du  §.  12.  s’appliqueront  au  cas  actuel,  si 
nous  y remplaçons  F,  Fi,,,.,  Fw-i  respectivement  par  H,  /fx,.., 
Hn-U  en  eftaçant  les  parenthèses  qui  entourent  les  dérivées  par- 
tielles, et  qui  sont  maintenant  inutiles,  puisque  les  fonctions  con- 
sidérées ne  contiennent  plus  z. 


•)  C’e«t-à-dire  qii^entre  les  fonctions  //,  Hn^l  il  ne  doit 

exister  aucune  relation  nécessaire  de  la  forme 

Hn,  ^i,***,  ^n)  =0, 

dans  laquelle  les  variables  //j,...,  pn  n’entrent  pas  explicitement.  En 
vertu  du  théorème  du  §.  3,  cette  condition  est  remplie,  lorsque  le  déter- 
minant fonctionnel  de  Hy  Z/n— l,  considérées  comme  fonctions  de 

Pyy...y  Pn  1 n’est  pas  identiquement  nul. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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33.  Il  s’ensuit  de  ce  qui  précède  qu’entre  les  fonctions  H, 
Hi,....,  Hn^i,  prises  deux  à deux,  on  doit  avoir  des  relations 
de  la  forme 

I^JhdJh_  dHk  dHi  dHk  m dHk 

8xi  dpi  8pi  dxi  ^.3^2  ^P2  ^^2 

8^  ^ mi  SHk  _ „ 

ëxn  ëpn  8pn  S^n 

que  nous  représenterons  sous  la  forme  abrégée 
(5)  (Ni,  Nk)  = 0. 

En  faisant  successivement,  dans  l’équation  (5), 
i ==  0,  1,  2,...,  w — 2 

(No  étant  considéré  comme  = N),  et,  pour  chaque  valeur  de  i, 
donnant  successivement  à l’indice  k toutes  les  valeurs  > i,  jusqu’à 

n(n  — 1)  , . 

n — 1 inclusivement,  nous  aurons  toutes  les  ^ conditions 

qui  découlent  de  la  formule  (5),  et  que  l’on  peut  disposer  dans 
l’ordre  suivant: 

(N,Ni)==i)U(N,  N2)=.0,i(N,  N^)=0,...,i(H,  Nn-i)-0, 

{(Ni,  N^)=0;\(Ni,  N^)  = 0, \(Ni,  Nn-i)^0, 

\(N^,N^)=.0;...,kN^,  Nn^i)^0, 

HNn^2,N„-i)=^0. 

Si  l’on  considère  ces  conditions  comme  des  équations  diffé 
rentielles  servant  à la  détermination  des  fonctions  cherchées,  on 
pourra  trouver  Ni  par  l’intégration  de  la  première  équation;  en 
substituant  la  valeur  de  Ni  dans  les  équations  de  la  seconde  ligne 
; de  chaque  groupe,  on  devra  déterminer  la  fonction  N^  comme 
> une  intégrale  satisfaisant  simultanément  aux  deux  équations  du 
• second  groupe;  en  substituant  la  valeur  de  N^  dans  les  équations 
J de  la  troisième  ligne  de  chaque  groupe,  on  devra  déterminer  la 
l|  fonction  comme  une  intégrale  satisfaisant  simultanément  aux 
trois  équations  du  troisième  groupe;  et  ainsi  de  suite. 

\ 34.  Mais,  pour  réaliser  ce  plan  de  solution,  il  faut  trouver 

une  méthode  d’intégration  simultanée  pour  les  deux  équations  du 
2«  groupe,  pour  les  trois  équations  du  3®  groupe,...,  et  enfin  pour 
les  w—l  équations  du  (n  — groupe. 

Il 
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Outre  cela,  toutes  les  équations  (6)  sont  de  forme  identique, 
et  contiennent  chacune  variables  indépendantes  ; mais  il  est 
clair  que  l’on  peut  se  servir  de  l’équation  donnée  H^a  et  des 

équations  que  l’on  détermine  successivement, =«1, 
pour  diminuer  au  fur  et  à mesure  le  nombre  primitif  des  va- 
riables indépendantes,  en  passant  d’une  groupe  d’équations  simul- 
tanées au  suivant. 

Enfin,  remarquons  aussi  que  nous  avons  démontré  que,  si  les 
valeurs  de  pn>  tirées  des  équations  (1),  vérifient  les  con- 
ditions (3),  alors  les  fonctions  Hi,  Hn-i  satisfont  aux 

équations  (6).  Mais,  pour  avoir  le  droit  de  prendre  celles-ci 
comme  moyen  de  détermination  des  fonctions  Hi,,.,,  Hn-i,  il 
faut  s’assurer  encore  que  la  conclusion  réciproque  a lieu;  c'est- 
à dire  qu’il  faut  démontrer  que,  si  les  fonctions  indépendantes 
entre  elles  (dans  le  même  sens  qui  a été  expliqué  plus  haut)  H, 
/f,,...,  Hn—i  vérifient  les  conditions  (6),  alors,  en  les  égalant  à 
des  constantes  arbitraires,  on  obtient  des  équations  d’où  l’on  peut 
tirer  des  valeurs  de  /7j,...,  pn  satisfaisant  aux  conditions  (3). 

L’étude  plus  approfondie  des  propriétés  des  expressions 
{Hiy  Hk),  exposée  dans  les  deux  paragraphes  suivants,  donne  les 
moyens  d’atteindre  le  but  indiqué  ci-dessus,  et  permet  en  outre  de 
déduire  encore  d’autres  conclusions  utiles  par  leurs  applications  à 
l’intégration  des  équations  simultanées  soit  aux  différentielles  or- 
dinaires, soit  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Chapitre  IV. 

§.  16. 

35.  Soient  q)  et  tp  deux  fonctions  quelconques  des  variables 

arj, Pi^ » Prenons  les  dérivées  partielles  de  ces 

deux  fonctions,  d’abord  par  rapport  aux  variables  puis 

par  rapport  aux  variables  /?«,  et  écrivons  les  premières 

au-dessus  des  secondes  dans  l’ordre  suivant. 


dçp 

S'il) 

Bq) 

Bqf  ^ 

Bq) 

Bq)  . 

Bo)!  ’ 

80^2  ^ 

8x2  ’ * * 

‘ ’ ’ Bxn  ’ 

BXn* 

Bq) 

Brp 

Bq) 

B)i> 

Bq) 

Bqj 

ëp,  ’ 

sfr 

B^Pi' 

^P9.  ’ 

Bpn 
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iIBBpppPügy ^ 

■<^--  ■; 

.’  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Divisons  ces  deux  lignes  de  termes  en  groupes  composés  le 
premier  des  deux  premiers  termes  de  chaque  ligne,  le  second 
des  deux  suivants,  et  ainsi  de  suite;  multiplions  en  croix  les  ter- 
mes de  chaque  groupe,  en  prenant  avec  le  signe  -f  les  termes 
qui  forment  une  des  diagonales,  et  avec  le  signe  — les  termes  qui 
forment  l’autre  diagonale.  Nous  obtiendrons  de  cette  manière 
une  suite  de  déterminants  du  second  degré,  dont  la  somme 
forme^  l’expression 


d(p 

dtp 

dcp 

d'IP 

dcp 

d'IP 

0^’ 

dxi 

dx^ 

dx2 

dXn 

dx„ 

dcp 

d'IP  ^ 

dcp 

d'IP 

dcp 

dtp 

¥i’ 

8p, 

Spi 

Wn 

dpn 

que  nous  conviendrons  de  désigner  par  la  notation 

(qj,  'ijj). 

On  a ainsi,  d'après  cette  définition , 


(1)  (qp,  i/>)  = 


dcp  d^jj 
dxi*  dxi 
dcp  d'IP 
dpi"  dpi 


d'tp  d(p 

^Pi  dpi 


dxi/ 


la  sommation  s’étendant  à toutes  les  valeurs  de  i depuis  1 jus- 
qu’à n. 

Lorsqu’on  examine  les  changements  de  forme  de  l’expression 
'ip)  pour  différentes  hypothèses  faites  sur  les  valeurs  de  q?  et 
' ij,  de  'tp,  on  obtient  d’abord  les  formules  évidentes 

. * (2)  (q?,  qj)  = 0,  (q),  'ip)  = — (ip,  qj),  (-q?,  7p)  = ~ (q>,  tp). 


d'IP  . d^p 

(xi,  'ip)  = {pi,  ip)  — - (a  = const,  ip)  = 0, 

{xiy  pi)  = — (pi.  Xi)  =:  l, 

(Xi,  Xk)  = (pi,  pk)  = (xi,  pk)  = 0. 

r 

36.  Relativement  au  mode  de  dépendance  qui  existe  entie 
> les  fonctions  cp,  ap  et  les  variables  Xi,...,  Xn,  pi,...,  pn,  nous  ne 
ferons  aucune  espèce  de  restriction  ; nous  supposerons  d’après 
I cela  que  ces  variables  entrent  dans  les  fonctions  considérées  tant 
I explicitement  qu’implicitement. 

l'i 

Soit,  par  exemple. 
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(p  Xn,  Pm  «U-*.,  «r), 

'ifj  /*  (^2  f , . , f Xnf  Pi  J • • • 3 PUf  6|3  . ».  3 Ôfi)3 

«i,  — , Or  et  6*  désignant  des  fonctions  de  x^  — , Xn, 

pn.  On  a,  par  définition. 


{P.  n = 


^^i)-  (ê) 


VôÆ'i 


D-  © 


= 2;. 


dF  BF  Bc^  BFBür  Bf  Bf  Bbi  Bf  BJ^ 

Bxi  ' Btti  Bxi  Büt  Bxi  * Bxi  ^ Bbi  Bx»  ‘ • Bbs  Bxi 


Ê£iÊf^.  .:!a_ïn  . .. 


^B^  Bf  Bbs 

Bar  ^pi  ’ ^pi  ^ S6i  Bpi  * Bbs  ^pi 


En  appliquant  successivement  les  formules  évidentes 


(4) 


on  tire  de  là 

[F,  n = (F,  n 


Bf 


Bf 


A,  A' 

B,  B' 

A,  A' 

B,  B‘ 


BF 


a.  A' 

b.  B' 


BF 


+ g^(F,  62)  + . (F,  bs)  + ^ (02,  /•)+...  + ^_(ar,  n 


Bb 


Bai 


Bar 


BF  Bf  ^ dF  Bf  ^ ^ ^ . BF  Bf  ^ ^ 

+ 8^1  *>^  + 8a,  062^“"  *2)  + •••  + 0a,  06,  (“i’ 


002  Bbi 


BFBf 


BF  Bf 


(flî.  *1)  + Z («a.  62)  + • • • + 06. 


0Or  062 


0F  0/- 


+ (®»-»  ^i)+  Bb^^^^’  62)  + ...+ 


0Or  06« 


OU 


(5) 


[F,  n = (F,  /■)  + -s*  (F  6i)  + 2.- (a.-,  n 
+ *^‘0«7  06i^^“-’ 


Il  est  clair  qu’ici  les  expressions  [F,  f]  et  (F,  f)  n’ont  pas 


mix  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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la  même  signification:  la  première  suppose  la  variation  complète 
des  fonctions  F et  f,  lorsqu’on  fait  varier  les  quantités  a?!,..,  Xn, 
Pi,...,  pn  en  tant  qu’elles  entrent  soit  explicitement,  soit  impli- 
citement; la  seconde  suppose  seulement  une  variation  partielle, 
lorsqu’on  ne  fait  varier  Xi,...,  Xn,  pi,...,  pn  qu’en  tant  qu’elles 
entrent  explicitement. 

il  est  aisé  de  remarquer  l’analogie  qui  existe  en  général  entre 
l’opération  exprimée  par  le  symbole  [F,  /*]  et  la  différentiation 
des  fonctions  composées.  On  peut  obtenir,  en  effet,  tous  les  ter- 
mes du  second  membre  de  (5),  en  ayant  égard  tour  à tour  à la 
variation  de  chacun  des  éléments  des  fonctions  F et  considéré 
comme  variant  seul. 


37.  Si  l’on  suppose 

s = r,  et  «J  = 61,  og  = 62, . . «r  = br, 
la  formule  (6)  devient 


(6) 


LF.  n = (F,  n + { (F,  -(A  „,)g} 

. 5-.  /m: y ^ 

dak  dajc  dai  ) 


Dans  la  dernière  sommation  du  second  membre,  on  fera  succes- 
sivement z = l,  2,...,  r — 1,  et,  pour  chaque  valeur  de  on  pren- 
dra pour  k toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  f,  jusqu’à  r in- 
clusivement. 


Si  les  fonctions  F et  f ne  contiennent  pas  explicitement  les 
variables  Xi,...,  Xn»  pn,  la  formule  (6)  prendra  la  forme 


[F,  n = 


duk  dak  dut  ) 


Si  la  fonction  F contient  les  variables  a:,,...,  Xn,  Piy...,  pn 
seulement  sous  forme  explicite,  et  que  la  fonction  f ne  contienne 
ces  variables  que  dans  les  fonctions  «i,...,  «r,  on  a alors,  par  la 
formule  (6), 


[F,f]=Si{F,  ai) 


(8) 


y 

düi 


— (F,  + (F,  f . . +(F,  «r) 


38.  Les  expressions  des  dérivées  partielles  de  (q?,  i/;)  s’ob- 
tiennent très-simplement.  En  désignant  par  u une  quelconque  des 
variables  Xm  /?n,  on  a 
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d((p,  i];)  d 


du 


du 


= 


d(p  d'ifj 
dxi  ’ dxi 
d(p  dtjj 

dpi  ’ dpi 


0*9) 

dtp 

CQp 

d^ip 

dxi du ’ 

dxi 

dxi  du 

d^cp 

dil^ 

^ Si 

d(p 

d^'tp 

dpi  du 

dpi 

dpi  ’ 

dpi  du 

ou 


(9) 


du 


g-»)+(-ë) 


Quoique  J dans  la  théorie  de  l’intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  nous  n’ayons  pas  occasion 
de  rencontrer  les  dérivées  d’ordres  supérieurs  de  (ç),  i//),  remar- 
quons cependant,  en  passant,  la  forme  très-simple  de  leur  expres- 
sion, semblable  à celle  que  Leibniz  a donnée  pour  la  valeur  de 

La  formule  (9)  donne,  en  effet, 

(y*  P)  _ /pV  A , O 

du^  \du^^  V \ du*  du)  ^ v ’ du^)‘ 

On  conclut  de  là,  par  la  méthode  ordinaire  de  démonstration  des 
propositions  trouvées  par  analogie,  que  l’on  a 

0«(qD,  'ifj)  /d”q)  \ /d^—^qp  dtp\ 

du^  V du”*  ” y du”~^  * du) 


1.2 


+ ....  + 


+it 

\du”-^ 

0n— 2 gj 

V 

du”-^  * 

n {n 

-1)  fd 

1. 

a» 

du”-^  / 

du^J 


0n-2^\ 

du”-‘^) 


§.  17. 


Les  formules  générales  du  paragraphe  précédent  s’appliquent 
d’une  manière  très -simple  à la  démonstration  de  tous  les  théo> 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Cil.  IV,  §.  Î7.  5H 


rèmes  sur  lesquels  est  fondée  la  nouvelle  méthode  pour  l’in- 
tégration des  équations  aux  dérivées  partielles  de 
J a c O b i. 


Théorème  I. 

39.  Soient  A,  B,  C trois  fonctions  des  variables  Xi,...,  Xm 
prii  désignons,  pour  abréger,  leurs  dérivées  partielles  par 
les  lettres  correspondantes  affectées  des  variables  comme  indices 


Car,.  > 


En  faisant,  dans  la  formule  (8), 

F=A, 

t = {B,  C)  ~ Bx^  Cp^  — Bp^  Cxy  + . . . + Bxj^  Cp^  — Bp^  Cx^ , 
il  vient 

{A,  (B,  O]  = (A,  Bx,)Cp^^(A,  Bp^)Cx^ 

+ ...  + ( J,  BxJCp^~(A,  BpJCp^^ 

+ (J,  Cp^Bx^-{A,  Cr,)i5pj 
+ ...-f  (J,  Cp^)Bx^~{A,  CxJBp^, 


sorte 

qu’on 

ait 

M_ 

dB 

1£- 

dxi  ~ 

Ax,, 

II 

1 

lc§ 

» 

dxi  ~~ 

dA  _ 

dB  _ 

Bp,, 

dpi 

^Vi  > 

dpi 

dpi 

ou 


{a)  {A,  {B,  Cl]  = 


{A,  Bx^3  Cx.  (A,  Cx^,  Bx. 

(A,  Bp.),  Cp.  (A,  Cp.),  Bp. 

En  permutant  circulairement  les  lettres  A,  B,  C,  on  trouve 


(6)  [B,  (C,  A)] 


(B,  Cx,),  Ax, 
{B,  Cp^),  Ap, 


(B,  Ax,),  Cx, 
{B,  Ap.),  Cp, 


On  pourrait  obtenir  de  la  même  manière  l’expression  de 
[C,  (A,  B)]',  mais  il  vaut  mieux  employer  pour  cela  un  autre 
moyen.  En  vertu  des  formules  (1),  (9)  et  (4),  on  trouve 
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{c) 


[a  (A,  B)]  = 

= 


dC 

s (A,  B) 

^Xi 

dxi 

dc 

S (A,  B) 

dpi' 

Spi 

Cx., 

(A:,.,  B) 

Cp.f 

iAf^,  B) 

Cx-i  (A,  Bx.) 
Cp,.  {À\  Bp.) 


En  ajoutant  les  égalités  (a),  (6),  (c),  on  remarque  immédiatement 
que  dans  la  somme  totale  des  seconds  membres,  il  se  produit 
des  réductions.  En  effet,  la  première  somme  du  second  membre 
de  (a)  détruit  la  seconde  somme  du  second  membre  de  (c),  et  la 
seconde  somme  du  second  membre  de  (b)  la  première  somme  du 
second  membre  de  (c).  On  a,  d’après  cela, 


(a')  [A,  (B,  O]  + [B.  (C,  A)]  A-  [a  (A.  B)] 

_ ^ I Cx,),  Ax,  1 I (A,  Cx,),  Bx.  I 
'1  (B.  Cf.),  Af.  1~^'|  (A,  Cf.),  Bf.  j 


On  en  tire,  en  permutant  circulairement  les  lettres. 


(b') 


(c') 


[Bf  (Cf  A)]A-[Cf  (Af  B)]  A- [A,  (Bf  C)] 


(Cf  Ax^f  Bx^ 

(C,  Ap.)f  Bp. 


(Bf  Ax^)f  Cx. 
(Bf  Ap.)f  Cp^ 


[Cf  (Af  B)^A-[Af  (Bf  C)-\A-[Bf  (Cf  A)] 


^ Si 


(A,  Bx.)f  Cx^ 

(Af  Bp  )f  Cp. 


^Si 


(Cf  Bx.)f  Ax. 
(Cf  Bp^),  Ap^ 


Ajoutons  les  égalités  (a'),  (6'),  (c'),  en  remarquant  que  leurs 
premiers  membres^  sont  identiques;  que  dans  les  seconds  mem- 
bres, en  vertu  de  la  première  formule  (4),  les  sommes  se  rédui- 
sent deux  à deux  à une,  et  qu’en  vertu  des  formules  (9)  et  (1), 


La  1^®  somme  de  (a')  + la  2®  de  (c')  donnent  l’expression  de 

^[Af  (Bf  C)]; 

La  1^®  somme  de  (6')  + la  2®  de  (a')  donnent  — [Bf  (Cf  A)]; 
La  1»^®  somme  de  (c')-f-la  2®  de  (6')  donnent  — [C,  (Af  B)]. 


Il  vient  alors 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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mA.  (B.  6’)]  + [B,  (C,  ^)]  + [C.  (A,  B)]| 

= -[[A,  (B,  C)]  + [B,  (C,  ^)]  + [C,  (A,  B)]!, 
et  par  suite 

[A,  (B,  O]  + [B,  (C,  A)-\  + [C,  (^,  2?)]  = 0. 

Nous  voyons  par  là  que  le  théorème  exprimé  par  l’identité 
précédente,  et  qui  forme  le  principe  fondamental  de  la  nouvelle 
méthode  deJacobi,  se  tire  immédiatement  et  très  - simplement 
des  propriétés  élémentaires  de  l’expression  (qp,  i/;). 

Passons  à la  démonstration  d’autres  théorèmes. 


Théorème  II. 

40,  Soient  n équations 

(A)  H — a,  /fl  = «1,. Hn~\  = «fl-i, 

a,  a],. an-i  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  H,  /fi,..,  Hn~\ 
des  fonctions  des  variables  Xy^...,  Xm  Pm  vérifiant  identi- 

quement les  conditions 

{Hu  Bu)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i et  k,  prises  dans  la  série 

0,  1,  2,...,  n — l. 

Nous  allons  démontrer  qu’en  tirant  du  système  des  équations 
précédentes  les  valeurs  de  pn,  ces  valeurs  satisfont  iden- 

tiquement aux  conditions 

dpi  _ dpk 
dxk'^  dxi' 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i et  k,  prises  dans  la  série 

1,  2,...,  n. 

Supposons  qu’au  moyen  des  équations  (h)  on  ait  obtenu  les 
valeurs 

Pi  B (^Xy,  • . . f Xtii  Uf  ay,..*f  an—i) , 
pk  — ^ f i,Xy  , ...  f XtI)  riy  üy,  ...  y Ufi — l)  > 

Si  l’on  considère  a,  Ui,....,  Un-i  comme  des  fonctions  des 
variables  Xy,...,  Xn,  py,*».»  pn  déterminées  par  les  équations  (A), 
on  trouve,  d’après  la  formule  (6), 
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[F,  n -K^’.  {(f.  «.•)£-(/,  a.)  11} 


+^. 


0ai  ôc/fc 


dük  da 


Oit). 


Mais,  en  substituant  les  valeurs  an-i=^Hn-^iy  la  fonc- 

tion F se  change  en  pi,  la  fonction en /?jt,  et  le  premier  membre 
de  l’égalité  précédente  prend  la  forme  [/?i,  par  suite,  il  est 
identiquement  égal  à zéro.  Le  premier  terme  du  second  membre 
est  aussi  nul,  puisque  l’expression  {F,  f)  est  formée  en  considé- 
rant a, , o«_i  comme  des  constantes,  et  que  les  fonctions  F 

et  f ne  contiennent  pas  explicitement  les  variables  pn- 

Le  troisième  terme  du  second  membre  est  nul,  p^r  suite  des 
conditions 


{au  ak)  = {Hu  Hk)  = 0. 

Donc  le  second  terme  du  second  membre  doit  être  aussi  nul, 
c’est*  à -dire  qu’on  aura  identiqement 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  peut  se  mettre  sous 
une  forme  plus  simple,  en  substituant  les  valeurs  de  (F,  ai)  et 
de  (/,  ai).  En  effet,  on  a 

X __  I 1 ^ I I ^ — 

( » «)  — 0^^  0^^  0^^  0p^  + • * 0^^  0^^  ' • 0^^  ’ 


dF  dan-i  ^F  dan—i  ^F  dan~i  dFdan-~i 

( , an-^l)  — 0^^  0^^  0^^  • • 0^^  0^^  • • 0^^  Qp^ 

Ajoutant  ces  égalités,  après  les  avoir  multipliées  respectivement 


dF  . 

ÈSLl. 

^0a  0/>i[  ■■ 

df  dqn-] 

* ‘ don-^i  dpi 

dF. 

fdfda 
\^da  dpk 

df  dan—i 
‘ ‘ ^ dan-l  dpi: 

+ ^l 

. + dxj 

k.0a  8p„ 

df  dttn-l 

Sfln— 1 dpn 

aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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Mais  si,  dans  l’équation 

pk  — tipCy,...,  Xn,  a,...,  ün-l). 


nous  avons  égard  aux  égalités 

(t  = H,  = Hi9  ••  • » ttn—l  = Hn—\i 

cette  équation  devient  alors  identique.  En  la  différentiant  par 
rapport  à Tune  quelconque  p des  quantités  Pi,...,  pn>  on  trouve 

dpk ^ , , y dün-l 

dp  da  dp  • • * • + ^an—i  dp 


et  il  est  clair,  d’après  cela,  que  le  second  membre  se  réduira  à 
l’unité  si  /?  = pk,  tandis  que  dans  tous  les  autres  cas  il  se  ré- 
duira à zéro.  Par  conséquent  ' 


ai) 


K 

dût 


dF 

dxk 


On  démontrera  de  même  que 

On  a donc  l’identité 


.0  1" 
^ X; 


2;* 


df  _ dpi 
dxi  dxk 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 


dpk 

dxi 


= 0, 


En  vertu  de  ce  qui  a été  établi  (§§.  11  et  15)  et  du  théo- 
rème précédent,  on  doit  considérer  les  équations 

= o («^v^‘)  = 0 

comme  des  conséquences  réciproques  les  unes  des  autres,  et  l’on 
peut  prendre  les  secondes  aussi  bien  que  les  premières  pour 
conditions  d’intégrabilité  de  l’expression  différentielle 

Pi  dxi  + p^idx.2,  + . . . + Pndxn^ 

Jacobi  donne  encore  deux  autres  formules  pour  les  condi- 
tions d’intégrabilité,  que  nous  allons  établir  par  le  même  moyen 
que  la  précédente. 


Théorème  III. 

41.  En  conservant  les  hypothèses  du  Théorème  précédent, 


4* 
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iinaginons  que,  à l’aide  des  systèmes  d’équations  (4),  chacune 
des  n premières  quantités  de  la  série 

Pn*  Æ’ij  Xn 

soit  exprimée  en  fonction  de  toutes  les  variables  qui  la  suivent 
dans  cette  série,  et  du  nombre  nécessaire  de  constantes  prises 
dans  la  suite  a,  «i,...,  a«_i;  et  supposons  qu’on  ait  ainsi  trouvé 

Pi  — Pn,  ÆTi,...,  Xn>  «,  «1,...,  ai-i)  — 0, 

pu— f {pk-Y^ly  . , Pn,  Xi,.,.,  Xn,  a,  «1,...,  a*_i)  ==  0, 

pour  i<^k. 

Nous  allons  démontrer  que  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions satisfont  identiquement  à la  condition 

(pi-F,  pt-f)=z  0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  i et  de  k comprises  dans  la  suite  des 
nombres  1,  2,...,  n. 

En  considérant  a,  fli,...,  «n-i  comme  des  fonctions  des  va- 
riables, déterminées  par  les  équations  (h),  nous  aurons,  en  vertu 
de  la  formule  (5), 


m=k-l 

[F,  n = (F,  f)F  2 (F,  a„.)  ‘ 


m—i—l  ^ P 

2 (f,  «m)g— 

M = 0 


m 

+ ^ 

m 


i-  ^ r>  O (anif  Ol). 

=0  com  oai 


En  substituant  les  valeurs  a = /f,  la  fonction  F 

se  changera  en  pi,  la  fonction  f en  pk,  et  le  premier  membre  de 
la  dernière  égalité  prendra  la  forme  [pi,  pk]',  il  sera,  par  consé- 
quent, identiquement  nul.  Le  dernier  terme  du  second  membre 
est  nul,  en  vertu  de  la  condition 

(um,  m)  = {Hm,  Hl)  = 0. 

On  a,  par  suite,  identiquement 


0 


m=A— 1 g/* 

(F,  f)F  2 (F,  am)^ 

m=0 


m=i-l 
m=0 


Les  deux  sommes  du  second  membre  de  cette  égalité  peu- 
vent se  ramener  à une  forme  plus  simple.  Pour  cela,  prenons 
les  égalités 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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dF  8a  ^ ^ 

a)  — 0^^  0^^  + . . • 0^^  0^^ 


8pi  dxi 


aF  ^ 

dpn  8Xn^ 


^ 8F  8ak-\  , , 8F  8ak-\ 

{F,  ak-i)  = "â^  + • • • + gF„  dpn 


8F  8ak—i 


8F  8ak- 


-1 . 


8pi  8xi  ' * * 8pn  8xn  * 

multiplions  les  respectivement  par  •••>  0^-— - » et  ajoutons- 
les,  ce  qui  donne 


m=k-l  df 

^ (F,  «m)  0~ 

ni=0 


dF 

/e/ 

8a 

dxi 

Wi 

+ •• 

• + 

8a 

8xn 

(a« 

8pn 

. + 

8F  - 

r8f 

8a 

8pi-\-i  ' 

La«  a^r^-fi 

+ .. 

. + 

a/*  8ak- 


8F  f8f  8a 


W ( 

8pn  V 


8pn  \8a  8æn 


+ • • • + 


a«jS:_] 

I 8pi 

Sf 

a«fc_i 

8ak-i 

^Pn  . 

df 

8ak-i 

aafc-i 

8f 

8ak-i 

aajt-i  8x% 


) 


Mais  si  l’on  fait  a=H,  «i  l’équation  f = pk  se 

changera  en  identité,  et  en  la  différentiant,  on  aura 


+ . . 


8a  8pi 

8f  8a 
8a  8pk-i 

8J  ^ 

8a  8pk^  * 

8f  8a 
8a  8pk^i  ^ ‘ 


. + 
. + 
+ 


8ak-i 

L 8pi 

8f 

8ak-\ 

8ait-i 

8pk-^ 

8f 

8ak—i 

8ak-i 

8pk 

8f 

8ak-i 

8ak-i 

' = 0, 


8pk^i  ' 
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(iO 


hf  da 
da  dpn 

df  da 
da  dxi^i 

df  da 


+ ..  . + 


+ . . + 


+ . ..  + 


Bf 

dak-i  ___ 

-K 

Sot-J 

dpn 

Bpn’ 

Bf 

dak-i  _ 

Bf 

dak-i 

dxi^i  ~~ 

dxi^i' 

Bf 

dak-i  • 

dttk-i 

dxn 

_ 

dXn 

da  dxn 

D’après  cela,  on  peut  donner  à l’égalité  précédente  la  forme 

dF  df  df 

dXn  dpn 

J.  JE-  JL  . EL 

^ dpi^l  dxi^l  ^ ^ dpn  dxn 

\ 

En  changeant  F en  f k en  i,  et  vice  versa,  il  vient 


n ^EL-JE^  

m=0  ^ dam  dxk  dxk^i  dpk^i 


m=0 


,^-ÈL  JL  JL 

- '*  dam  dxi  dxi-^i  dpi^i 

df  dF 
dpk\^i  dxk^i 

On  tire  de  là,  par  soustraction, 

m=i— 

Z 

m—Q 


m=k-l 

s (F, 

Tiï=0  aür 


EL  LE 

dXn  dpn 

LL  LE 

dpn  dXn 


On  aura  donc  identiquement 


dF  df 


ôf 


BF  Bf 

I J-  J — ~ ^ i §4  7“  i _ * 

dxk 

c'est-à-dire  • 

{F— pu  /■— ;?t)=0. 

Nous  démontrerons  absolument  de  la  même  manière  cet  autre 
théorème,  également  nécessaire  pour  ce  qui  doit  suivre: 


Théorème  IV. 

d'i?.  En  conservant  les  conditions  des  deux  théorèmes  pré- 
cédents, supposons  que,  parmi  les  équations  {h),  on  prenne  m 
équations  quelconques,  par  exemple  les  m premières. 


mix  dérivées  parlielles  du  premier  ordre. 
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H — tt,  — CLi,  . . . f Hm—l  — — 13 

(en  supposant  naturellement  m<^n).  Au  moyen  de  ces  équations, 
nous  pourrons  exprimer  m quelconques  des  quantités  ‘iPn 

en  fonction  des  n — m autres,  des  variables  Xn  et  des  con- 

stantes «,  «J,...,  Om— 1.  Concevons  qu’on  ait  déterminé  de  cette 
manière  pi,  p^,...,  pm,  et  soient  i et  k deux  nombres  quelcon- 
ques, non  plus  grands  que  m.  Supposons  que  l’on  ait 

pi  (p{Xi,...,  Xn,  Pn,  U,  Oj,...,  am—i)  = 0, 

p\z—'i\){x-^,...,Xn,  Pn,  «,  «i,...,  Oni-l)  = 0. 

Nous  allons  démontrer  que  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions satisfont  à la  condition 

(pi-cp,  pk—'ijj)  = 0. 

En  eflfet,  en  faisant 


a-=z  H,  a^  — Hi,...,  Um-i  — i/m-i, 
on  a,  par  la  formule  (6), 

[9,  tf.]  = (<p,  t)+  ^ P’ 


dop  d'IP  dq)  d'IP 


dür  das  dûs  düi 


)(«r. 


as). 


Mais,  par  ta  substitution  des  valeurs  de  am-i,  le  premier 

membre  et  le  dernier  ferme  du  second  membre  de  cette  égalité 
se  réduTsent  à zéro;  donc 


(«) 


{(p,  H^)  + 


On  a,  de  plus. 


& 

T\ 

^1  CD 

da 

dpi 

dq)  da 

dx2  dp2  ^ 

. + 

dq)  da 

dxn  dpn 

dcp 

da 

dq>  da 

dq)  da 

dp-m^l  dXm-\-'^ 

dpm-l-2  dXm-l-2 

dpn  dXn 

n 'l 

“ eï; 

d(lm—l 

dp. 

+ 

dq?  dom-J 
dx2  dp2 

+ 

dq)  dom-i 

dXn  dpn 

d(p 

8a„-i 

dq)  dam-i 

dq)  düm-i 

dpm-\-\  dXm-\-l 

dpm-^-2  dxm-^-2 

dpn  dx„ 
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En  ajoutant  ces  égalités,  après  les  avoir  multipliées  respective- 


ment par 


d'IP 


dip 


->  et  mettant  en  facteurs  communs,  dans 


da  * * ’ düm-i 

le  second  membre,  les  dérivées  partielles  de  ç),  on  verra,  abso- 
lument comme  dans  la  démonstration  du  théorème  précédent,  que 

les  multiplicateurs  de  nuis,  à l’exception  du 


dxi 


0qp 


multiplicateur  de  ^ — > qui  est  égal  à Tunité.  Les  multiplicateurs  de 


dxk 

d(p 


09  09 


09 


^Xm-\-l  ’ dXn  0/?/ij-fl 

deviennent  respectivement 

dijj  difj  C'iJj 


s ^ 

Opr 


0/?m+l 

ce  qui  donne 


dtp 

Bpn 


r=m—l  0(p 

r— 0 


dXm+1 

09  dip 


dür  dxk  dXm+1  0/?m+l 

09  Bip 


Bip 

Bxn  ’ 


09  Bip 
Bxn  Bp„ 

Bcp  Bip 

Bpn  BXn 


Bpm^l  BXm^l 

En  changeant  9 en  ip,  k en  z,  et  vice  versa,  il  vient 

Bip  09  BiJJ  Bq) 

Bxn  Bpn 


r=0 


BXm^l  Bpm^l 
Bip  Bq) 


^ ^ Bpn  BXn 


Bpm+l  Bxm+1 

Si  l’on  retranche  ces  égalités  l’une  de  l’autre,  on  trouve 

r=m-l  ^ Bip  ' V ^'fp  r.  , . 

,5  ~ eVrl  = te-  te 

En  substituant  le  second  membre  de  cette  égalité  au  premier 
dans  l’équation  (a),  nous  aurons 


c’est-à-dire. 


S9  / 1^  n 

te.  - te 


(Pi  — <p,  pt-ip)  = 0. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Ch.  V,  .$•.  18.  m 


Chapitre  V. 

§.  18. 

43.  Les  propositions  démontrées  dans  les  deux  paragraphes 
précédents  peuvent  être  considérées  comme  des  lemmes  auxiliai- 
res. Ces  lemmes  étant  établis,  nous  pourrons  maintenant  exposer, 
sans  faire  de  digressions,  la  méthode  de  Jacobi  pour  l’intégra- 
tion du  système  des  équations  (6)  du  §.  15,  à la  résolution  duquel 
nous  avons  ramené  notre  problème  de  l’intégration  d’une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à un  nombre  quelconque 
de  variables  iudépendantes. 

Nous  exposerons  d’abord  cette  méthode,  en  nous  servant  seu- 
lement des  théorèmes  1 et  îï  du  §.  17;  puis  nous  ferons  voir 
comment,  à l’aide  des  théorèmes  lli  et  IV,  on  peut  simplifier  et 
compléter  la  théorie  de  ce  problème. 

44.  En  vertu  de  l’équation  donnée  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 

Xn,  Pn)  = a, 

il  faut  d’abord  déterminer  une  équation  de  forme  analogue 

(æ?|  , - . . , Xn»  Pi  f • ' • i Pn)  "—0.1, 

dans  laquelle  «i  désigne  une  constante  arbitraire,  et  une  fonc- 
tion inconnue.  Cette  fonction  doit  être  déterminée  de  manière  à 
satisfaire  à l’équation  linéaire 

dH^  Ma. 

dxi  dpi  dpi  dxi 
dHi  ^ 

dxn  dpn  dpn  ^Xn 

D’après  cela,  en  prenant  le  système  d’équations  simultanées  aux 
différentielles  ordinaires 

/ \ dxi  dpi  dxn 

m — m ~Jh 

^Pi  dxi  dpn 

et  déterminant  une  de  leurs  intégrales 

fl  (^1,.-.,  X71,  pi,.  . .,  Pn)  = const.. 


_ 

m 

dXn 


(Hi,  H)  = 

(1)  { 
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lions  pourrons  poser  et,  en  désignant  par  la  con- 

stante arbitraire,  nous  aurons 

H = a,  = fl  = ai.  . \ 

45.  On  devra  ensuite  déterminer  l’équation 

H^{Xi,,.,,  Xn,  pn)  = ^2, 

dans  laquelle  représente  une  constante  arbitraire,  et  H.2,  une 
fonction  inconnue,  qu’il  faudra  choisir  de  manière  à satisfaire  aux 
deux  équations  linéaires 

(2)  (^2,  H)  = 0,  fi)  ^ 0, 

dont  l’une  est  identique  avec  l’équation  (1),  et  l’autre  se  déduit 
de  (1)  par  le  changement  de  H en  f. 

En  s’appuj^ant  sur  le  Théorème  I (§.  17),  Jacobi  a démontré 
que,  si  l’on  connaît  l’intégrale  de  l’une  des  équations  (2),  on  peut 
trouver  la  solution  commune  de  ces  deux  équations,  ‘par  l’inté- 
gration d’une  équation  linéaire  auxiliaire  où  le  nombre  des  varia- 
bles est  moindre  que  2w. 

On  commencera  donc  par  déterminer  une  intégrale  de  l’une 
des  équations  (2).  Si  l’on  prend  une  intégrale  de  la  première, 
cette  intégrale  devra  être  diflférente  des  deux  intégrales  déjà  con- 
nues /f  = a et  fi  — üi.  Supposons  que  cette  troisième  inté- 
grale soit 

(p{xi,...,  = const. 

Par  des  substitutions  successives  dans  le  premier  membre 
de  la  seconde  des  équations  (2),  on  obtient  les  fonctions 

( (qp,  fl)  = fl)  — 9^2»  fl)  = 

fi)  = cpi,.... 

Cette  suite  peut,  en  général,  se  prolonger  indéfiniment;  mais  si 
le  résultat  d’une  de  ces  substitutions,  (pi  par  exemple,  est  égal  à 
une  constante,  la  suite  s’arrêtera  à ce  terme. 

Nous  allons  démontrer  que  les  fonctions  cpi,  cp^,  9)3,..  satis- 
font toutes  à la  première  des  équations  (2).  Pour  cela,  prenons 
l’identité  donnée  par  le  Théorème  I, 

[J,  {B,  O]  + [B,  (C,  A)]  [C,  {A,  B)^  = ü, 

et  posons  Ar=:H^  = Alors  cette  identité  prendra  la  forme 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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[H,  (/■„  c)]  + f/;,  (C,  Æ)]=r  o. 

En  faisant  maintenant  tour  à tour 

C — (p,  cpii  (p2, 

on  trouve  successivement  ïes  identités 

[ff,  (A,  g>  )]  = («,  ^,)  = 0, 

[H,  (fl,  y,)]  = (H,  92)  = 0, 

[H,  (fl,  Ç.2)]  = (H,  g,,)  = 0, 


qui  démontrent  le  théorème. 

46.  De  là  résulte,  comme  conséquence  évidente,  une  conclu- 
sion très -importante,  relative  aux  intégrales  du  système  des  équa- 
tions («),  et  qui  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Poisson. 

8i  l’on  pose,  en  effet, 

(p^  ~ const.,  ^2  = const.,  qpg  const.,..., 

on  obtiendra  des  intégrales  des.  équations  (à)  (§.  9).  Par  suite, 
connaissant  deux  intégrales  de  ces  équations, 

/ 

^ = const.,  (p  = const=, 

distinctes  de  = const.,  nous  en  obtiendrons  une  troisième  en 
posant 

(fl,  (p)  = const , 
puis  une  quatrième  en  posant 

[/i^  (fl?  9)]  = const., 

et  ainsi  de  suite. 

Pour  ne  pas  nous  écarter  de  notre  objet  principal,  nous  nous 
bornerons  ici  à ces  remarques,  nous  réservant  de  revenir  plus 
tard  sur  le  théorème  de  Poisson. 

47.  Comme  les  équations  (a)  n’ont  que  — 1 intégrales 

distinctes,  il  s’ensuit  de  là  qu’en  prolongeant  indéfiniment  la  suite 
(/3),  on  ne  pourra  obtenir  toujours  des  fonctions  distinctes,  et  qu’on 
devra  nécessairement  finir  par  rencontrer  une  fonction  qui  soit 
elle -même  une  fonction  des  intégrales  déjà  trouvées.  Soit  <pi  la 
première  fonction  qui  soit  dans  ce  cas,  i devant  être  Posons 

— /*i,  9),  91,...,  9*_i). 

5 


66 


Imschenetshy:  Sur  V intégration  des  équations 


Il  serait  inutile  de  prolonger  la  suite  (|3)  au  delà  de  la  fonction  ç?*, 
puisque  de  cette  manière  on  n’obtiendrait  pas  de  nouvelles  inté- 
grales. En  effet,  par  la  formule  (8)  du  §.  16  (art.  37),  on  a 

= [F,  /i] 

dF  dF 

= (fff  fl)  (fi>  ^ ' 


+ (qpî-i. 


fl) 


dF 

d(pi-i 


— 0 +0-fg)i  + fl,  (p,..,  9)2-1) 0^—* 

d’où  il  résulte  évidemment  que  cpi-\.i  s’exprime  au  moyen  des 
seules  variables  H,  fi,  ç?,...,  92-1.  ■ 


48.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver,  s’il  est  possible, 
une  fonction  des  intégrales  déjà  obtenues  H,  /J,  cp,  ç)),...,  q)i-i, 
telle  que,  substituée  à la  place  de  elle  satisfasse  aux  équa- 
tions (2).  En  désignant  par  /a  fonction  cherchée,  et  posant 

^2  fl,  cp,  qoi . . . . , 92-1), 

on  trouve  que,  en  vertu  de  la  formule  (8)  du  §.  16.  (art.  37),  les 
premiers  membres  des  équations  (2)  prennent  la  forme 

(A,  /; ) = (H,  fl) ^ +,(fi,  /i)g^  f (<P,  fi)^^ 

et,  comme  on  a identiquement 

(H,  H)  = 0,  (A,  H)  = 0,  (cp.  H)  = 0, 

{(pi,  /f)  = 0, . . . , (92-1,  H)  = 0, 

{H,fi)r=zQ,  {fl,  fi)  = 0,  {cp,fi)  = cpi, 

(<Pu  fl)  = fl)  = 9^2, 

’léquation  {H^,  /f ) = 0 sera  satisfaite  pour  = /i»  quelle  que 
soit  la  fonction  f^,  comme  on  pouvait  d’ailleurs  le  prévoir. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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L’équation  {fLiy  /i)=0se  transforme,  par  ces  substitutions,  en  cette 
autre  équation  Jiuéaire 

8^  + M 

<p,  = 0, 

renfermant  seulement  les  nouvelles  variables  H,  f^,  cp,  (pi,..»  (pi-u 
et  (l’où  les  anciennes  variables  Xi,..,Xn,  sont  éliminées. 

Dans  l’équation  (y),  H ai  pourront  être  considérées  comme 
des  constantes,  puisque  cette  équation  ne  contient  pas  les  déri- 
vées partielles  prises  par  rapport  à ces  variables.  On  peut  donc, 
dans  la  fonction  F,  remplacer  H et  fi  respectivement  par  a et  a^. 

11  nous  suffira  de  déterminer  une  intégrale  particulière  de  l’é- 
quation (y),  ou  une  des  intégrales  du  système  d’équations  simul- 
tanées aux  différentielles  ordinaires 

dcp dcpi d(pi—2>  dcpi—i 

que  l’on  peut  remplacer  par  une  seule  équation  aux  différentielles 
ordinaires  d’ordre  i—\.  Si  l’on  introduit  une  nouvelle  variable 
auxiliaire  t,  en  égalant  à dt  la  valeur  commune  des  rapports  pré- 
cédents, ce  système  pourra  être  remplacé  par  une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire  d’ordre  mais  d’une  forme  comparativement 
plus  simple. 

En  effet,  si  l’on  pose 

d^i dq)2,  _ d(pi-<i  __  d(pi—i 

92  93  “*•••*“  “ P 

dcpi  __  d^cp _ d^cp 

~dï  ~ ~ih^~  ~ *5  — 9>3’ 

d(pi^ d^-^cp 

d(pi-i  d^cp 

~dx~  915---5  91-1)5 

d’où,  en  substituant,  dans  la  dernière  équation,  à (pi,....,  (pi-\ 
leurs  valeurs  tirées  des  précédentes,  on  tire  l’équation  aux  diffé- 
rentielles ordinaires,  d’ordre  <*,  que  nous  avons  annoncée  plus  haut. 


dx  = 


dcp 

9i 


il  vient 


dcp 
dr  = 
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d}çp 

dr^ 


«1,  (jP, 


dcp  d^—^cp\ 


Supposons  qu’une  des  intégrales  prennères  de  cette  dernière 
équation  soit 


Si 


dq) 

dx 


d^~^cp\ 

’ 'd7-0 


— const. 


l’on  y substitue  pour 


dq) 

dx 


d^~^  q) 
’ ~d^-^ 


\ 

leurs  valeurs,  il  vient 


(P((p,  q?!,...,  = const., 


et  l’on  pourra  poser  /Jj  — 0.  En  désignant  maintenant  par  «2 
constante  arbitraire,  on  aura  déjà  les  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre 

H ~ a,  //j  — f/j,  — fil  ~ 


satisfaisant  aux  conditions  voulues. 

49.  R^emarque  1.  Si  dans  la  série  des  fonctions  ç),,  ç)2»--> 
q)i—\:,  q)U  la  dernière  q)i  est  = 0,  il  est  évident  que  l’avant  der- 
nière q)i-\  sera  l’intégrale  cherchée,  connnune  aux  équations  ('2). 

Si  q)i  est  égale  à une  constante  K , alors  la  solution  se  sim- 
plifie, puisqu’on  a,  dans  ce  cas, 


dqi~2 dqi—i 

q)i-i  K 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 


'IKqji-ï  ~ q)i-i^  — const.. 


et  par  suite 


fl  = ^2Kq)i-2  — q)i-i  - — «2. 


Mais  dans  ce  cas  il  faut  que  i soit  plus  grand  que  1;  car 
autrement  la  méthode  précédente  pour  déterminer  fi  ne  serait 
plus  applicable.  Supposons,  en  effet,  q)^  = K , K étant  une  con- 
stante donnée  ou  une  fonction  deqj;  alors  l’équation  {y)  prend  la 
forme 


oq) 


ce  qui  montre  qu’aucune  fonction  de  la  seule  quantité  gp  ne  peut 
être  une  intégrale  commune  des  deux  équations  simultanées  (2). 


anx  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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En  pareil  cas,  il  faut  commencer  par  déterminer  une  intégrale 
de  la  seconde  des  équations  (2), 

A)  = 0; 

OU  bien  déterminer  une  intégrale 

6(xi,.. Xn,  Pi, . . . , /?ft)  = const. 

de  la  première  équation  (2),  différente  des  intégrales  H — a, 
^ = «1  et  rp  = const.  ; ou  encore  suivre  la  méthode  que  nous 
exposerons  plus  bas. 

Si  l’intégrale  6 = const.  se  trouvait  dans  le  même  cas  que 
l’intégrale  9)=  const,  c’est-à-dire,  si  l’on  avait  les  deux  identités 

(9),  = 

K et  L étant  des  constantes,  ou  des  fonctions  quelconques  de 
9)  et  de  6 respectivement,  alors  la  valeur  de  //a  s’obtiendrait 
très-simplement.  Si  l’on  pose,  en  effet, 

-^2  ~ A ^)> 

on  trouve  que  les  premiers  membres  des  équations  (2)  prennent 
la  forme 

[U  //]  = (?., 

[A>A]  = (<ï>. /■.)^+(e, 

mais,  comme  on  a les  identités 


la  première  des  équations  (2)  est  alors  satisfaite  par  une  forme 
quelconque  de  la  fonction  et  la  seconde  de  ces  équations  prend 
la  forme 


.0/i  . . 0/; 
8^  + ëë‘ 


0. 


d’où  l’on  tire 


'‘‘-in -St)- 

71  désignant  une  fonction  arbitraire. 


50.  Au  moyen  des  trois  équations  connues 
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H — a,  = fy—  «1,  — = a.2, 

on  en  déterminera  une  quatrième  désignant  une  con- 

stante arbitraire,  et  la  lonctiori  devant  être  calculée  de  ma- 
nière à satisfaire  aux  trois  équations  linéaires  simultanées 

(3)  (h,.  H)  = 0,  A)  =:  0,  («3,  f^)  = 0. 

Cherchons,  d’après  la  méthode  que  nous  venons  d’exposer, 
une  intégrale  commune  à deux  de  ces  équations,  aux  deux  pre- 
mières, par  exemple.  11  suffira  pour  cela  de  déterminer  une  autre 

intégrale  première  de  l’équation  = F,  différente  de  (P  = const. 

Représentons  cette  intégrale  par 

x„,  pi,...,  pn)\ 

il  s’agit  d’en  déduire  une  intégrale  commune  du  système  des  trois 
équations  (3). 

Pour  cela,  par  des  substitutions  successives  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  (Æfg,  = 0,  formons  les  expressions 

fi)  = U)  = '^2»  h)  = fi)—'^k,^.*. 

Dans  la  suite  des  fonctions  ipi,...,  'ipkf-,  on  devra  finir  par 

en  rencontrer  une  qui  s’exprime  au  moyen  des  précédentes.  Soit 

= f ('4^,  -1^2, , 'tpk-l) 

la  première  des  fonctions  qui  soit  dans  ce  cas. 

On  verra,  absolument  comme  on  l’a  fait  plus  haut,  que 
sont  des  intégrales  des  deux  premières  équations  (3).  Car 
si,  dans  l’identité 

[A,  (B,  6’)]  + [i?,  (C,  A)]  + [C.  (A,  B)]  = 0, 

on  prend  d’abord  A = Hf  jB=f2,f  puis  B—fi,  on  aura  les 

deux  autres  identités 

[H,  (f„  C)]  + [/2,  (C\  ^)]  = 0, 

[fl.  (fi.  e)]  + [A,  (C,  A)]  = o. 

En  y faisant  successivement 

C = Ip,  'Ipi,  - '^^k-h 

on  obtient  les  deux  suites  d’identités 
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[H,  (^,  1/»)]  = H)  = 0,  [H,  (/i,  t/;,)]  = H)  - 0,..., 

[fl,  ih,  ’f’)]  = (’f’j.  fl)  = 0,  [fl,  (h,  ti)]  = (t2.  fl)  = 0,..., 

qui  démontrent  le  théorème. 

Il  faut  ensuite  chercher  une  fonction  /’g  des  variables  H,  fi, 
/2»  quij  mise  à la  place  de /fg,  satisfasse  à toutes 

les  trois  équations  (3). 

Or  on  vérifie  aisément,  comme  au  n”  48,  que  les  deux  pre- 
mières de  ces  équations  sont  satisfaites,  quelle  que  soit  la  forme 

de  la  fonction  /’g.  Quant  à la  troisième  équation  (3),  en  y faisant 

//g^z/g,  elle  se  change  dans  l’équation  linéaire  suivante, 

qui  ne  renferme  que  les  variables  ip,  i/zj , . . , 1/;^— i.  Si  la  fonction 
f renfermait  les  variables  H,  fy,  /ij,  on  pourrait  les  remplacer  re- 
spectivement par  les  constantes  a,  r/j,  a^,  puisque  l’équation  ne 
contient  pas  de  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à H,  fy  ou 


Ainsi  la  fonction  /’g  doit  être  déterminée  comme  une  intégrale 
particulière  de  l’équation  linéaire  précédente,  ou  comme  une  des 
intégrales  du  système  d’équations  simultanées 


ac=^  = ^ 

'^l  '^2 


dijJk-i 

r’ 


a désignant  une  variable  auxiliaire:  ce  qui  conduit  finalement  à la 
recherche  d’une  des  intégrales  premières  de  féquation  d’ordre  k, 
à deux  variables. 


d'il) 

dë”--’ 

I 

Si  cette  intégrale  est 


7JS 


(dijj 


const.. 


en  y substituant  les  valeurs  -^  = i{jy, — , , nous 

pourrons  poser 


/g  = i/;i,...,  TfJk-i)  = const.  = «g. 


Ainsi,  nous  connaissons  déjà  quatre  équations 
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fi  üi—fi — ^1  » ^2^/2=  ^^2^  Us  — fa  — ^3» 

satisfaisant  aux  conditions  (1),  (2)  et  (3). 

51.  Remarque  2.  Il  faut  observer  ici  que,  si  le  résultat 
de  la  première  substitution  (ip,  f{)  ou  -i/;,  est  une  fonction  de  î// 
ou  une  constante  quelconque  différente  de  zéro,  la  méthode  pré- 
cédente pour  la  détermination  de  se  trouvera  en  défaut,  comme 
dans  le  cas  dont  il  a été  question  dans  la  Remarque  1 (n”  49), 
relativement  à la  détermination  de  la  fonction 

52.  Nous  avons  maintenant  suffisamment  expliqué  la  marche 

à suivre  pour  déterminer  successivement,  au  moyen  de  la  fonction 
donnée  H,  les  fonctions  Hi  , Hn-i,  satisfaisant  aux  con- 

ditions Hk)  = 0.  Ces  fonctions  étant  obtenues,  il  ne  reste 
plus  qu’à  tirer  algébriquement  des  équations 

H—a^  Hn-i  — an-i 

les  valeurs  de  /?«.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l’é- 

quation différentielle 

dz  — Pi  dxi  -|-  p^dx^  + . . . + pndxn, 

on  pourra  toujours  intégrer  cette  équation,  puisque  les  fonctions 
pn  doivent  remplir,  en  vertu  du  Théorème  11,  les  conditions 
d’intégrabilité,  et  l’on  obtiendra  l’intégrale  complète  du  problème 
sous  la  forme 

2 = f{Xi,.  , Xny  a,  Oi,...,  «w-l)  + an. 

53.  Voulant  présenter  l’essence  de  la  méthode  de  Jacobi 
sous  la  forme  la  plus  simple,  nous  l’avons  développée  en  prenant 
pour  base  les  Théorèmes  I et  II.  Mais,  dans  ce  mode  d’exposi- 
tion, nous  avons  rencontré  des  cas  où  la  méthode  est  en  défaut, 
et  que  nous  avons  signalés  dans  les  Remarques  1 et  2.  En 
outre,  les  équations  dont  l’intégration  fait  connaître  les  fonctions 
cherchées  ne  sont  pas  encore  ramenées  à leur  forme  la  plus  sim- 
ple, par  l’élimination  des  variables  superflues.  Nous  montrerons,  . 
dans  la  suite,  qu’en  faisant  usage  des  Théorèmes  III  et  IV,  nous 
ne  rencontrerons  plus  de  cas  où  la  méthode  soit  en  défaut,  et 
que  les  équations  à intégrer  pourront  être  ramenées  à ne  plus 
contenir  que  le  nombre  minimum  de  variables.  Mais  auparavant 
nous  pensons  qu’il  ne  sera  pas  inutile  d’appliquer  la  méthode  de 
Jacobi,  sous  la  forme  que  nous  venons  d’exposer,  à quelques 
exemples  d’équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  de 
forme  facilement  intégrable. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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§.  19. 

54.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  l’essence  et  la  princi- 
pale difficulté  du  problème  de  l’intégration  de  l’équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre 

H {Xi,...,  Xn,  Pn)  = a 

consistent  dans  la  détermination  de  n — 1 intégrales  particulières 
distinctes^ 

Hi  = ttif  } Hn—\~  Un — 1, 

de  l’équation  linéaire  {H,  'ip)  =0,  lesquelles,  prises  deux  à deux, 
doivent,  en  outre,  satisfaire  à la  condition 

(Nû  Hk)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  i et  de  k prises  dans  la  suite  des 
nombres  0,  1,....,  n — t. 

En  conséquence,  les  formes  plus  ou  moins  faciles  à intégrer 
de  l’équation  H— a sont  celles  d’où  l’on  peut  tirer  immédiatement, 
c’est-à-dire  sans  aucune  intégration,  la  totalité  ou  seulement  une 
partie  du  système  des  équations  Hn-i^an-i,  qui 

satisfont  à la  proposée. 

D’après  les  considérations  générales  que  nous  avons  présen- 
tées plus  haut,  il  est  aisé  de  voir  que,  sous  le  rapport  de  la  fa- 
cilité de  l’intégration,  l’avantage  appartient,  dans  le  cas  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  comme  dans  celui 
des  équations  diflférentielles  ordinaires,  aux  formes  dans  lesquelles 
les  variables  peuvent  être  séparées.  Mais  il  est  clair  que, 
pour  les  équations  aux  dérivées  partielles,  l’expression  „séparation 
des  variables‘^  doit  avoir  une  signification  autre  et  plus  générale 
que  pour  les  équations  à une  seule  variable  indépendante. 

55.  Supposons  que  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  proposée  soit  de  la  forme 

H{Xi,...,  Xn,  Pm  <3P2»-*-^  Ç’m)  = «, 

désignant  des  fonctions  des  variables  Xn,  Pu^-y  Pn, 
qui  satisfont  à la  condition 

(«)  (g?r,  Cps)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  r,  s prises  dans  la  suite  des  nombres 

1,  2,...,  m. 
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Examinons  à quelles  conditions , outre  celle-là , doivent  satis- 
faire les  fonctions  cpi,...,  qpm,  pour  que,  dans  l’intégration  de  l’é- 
quation donnée,  on  puisse  les  considérer  comme  des  constantes. 
Pour  cela,  concevons  que,  en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi, 
nous  ayons  trouvé  une  partie  du  système  des  équations  qui  satis- 
font à la  proposée, 

Hi  = ai,  Hi—au  (l<n) 

les  fonctions  Hi,...,  Hi  ne  renfermant  pas  les  constantes  arbi- 
traires Oj,...,  ai,  mais  pouvant  contenir  cpi,...,  cpm;  et  que,  en 
considérant  ces  dernières  quantités  comme  des  constantes,  les 
fonctions  Hi,...,  Hi  soient  supposées  satisfaire  à la  condition 

{Hi,  Hk)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  de  i et  de  k,  prises  dans  la  suite  0,  1,  2,..,  t. 

En  considérant  maintenant  de  nouveau  cpi,,.,  (pm  comme  des 
fonctions  de  Xi,....,  Xn,  /?i pn,  on  trouve  que  le  premier 
membre  de  l’équation  qui  exprime  la  condition  précédente  prend, 
en  vertu  de  la  formule  (5)  du  §.  16.  (Chap.  IV,  art.  36),  la  forme 


■I 


! 


r=m 

IHi,  Ilk]  = {Hi,  Hk)  -I-  ^ 

r=l 


{Hi,  (pr) 


dHk 

dq)r 


— {Hk,  (pr) 


d(pr  ) ‘ 


idHidHk  dmdHk\.  ' 

r,  s l dcps  d(ps  dcpr  j 


Lé  premier  et  le  troisième  terme  du  second  membre  de  cette 
égalité  sont  nuis,  en  vertu  des  conditions  précédentes.  Pour  que 
[e  second  terme  se  réduise  aussi  à zéro,  il  est  évident  que  les  fonc- 
tions qpi,..,  cpm  doivent  encore  satisfaire  à la  condition 

(/3)  {Hi,  (pr)  = 0 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices 

f = 0,  1,  2, . . . , l,  r = 1 ; 2, . . . , m. 

56.  Remarquons  maintenant  que,  si  dans  l’équation  donnée 
on  reconnaît  la  présence  de  fonctions  (pm,  remplissant  les 

conditions  {cc)  et  celles  des  conditions  (j3)  qui  correspondent  à 
l’indice  i=:0,  c’est-à-dire  les  conditions 

{H,(pi)=z0,  (/f,  qpa)  = 0,...,  {H,(pm)  = 0, 

alors,  pour  satisfaire  au  reste  des  conditions  (/?)  il  suffira  de 
prendre 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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= 'If'i  ((Pi,  fPm)  = «1,.  Bl=:  'Iplicpi,  (p2y-’>  <Pm)  = Ul, 

ifji,...,  'tpi  désignant  des  fonctions  assujetties  à cette  seule  con- 
dition, que  du  système  des  équations  précédentes  on  ne  puisse 
tirer  aucune  relation  entre  les  seules  quantités  Hi,..,  Hi,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  entre  «i,..,  ai.  Mais  il  est  évident  que  cela 
sera  toujours  possible,  si  l<^m.  Par  conséquent,  le  nombre  des 
équations  satisfaisant  à l’équation  donnée,  qui  peuvent  être  dé- 
terminées de  cette  manière  doit  être  égal  ou  inférieur  à 'm. 

Si  m n’est  pas  plus  grand  que  n — 1,  et  que  toutes  les  fonc- 
tions qjj,...,  (pm  contiennent  réellement  les  variables  pn^ 

et  avec  cela  soient  distinctes  et  indépendantes  par  rapport  à ces 
variables,  alors,  il  est  beaucoup  plus  simple  de  poser 

H I = (pi  d]  , . . . , Hm  Cpm  ~ am  • 

57.  Quant  au  moyen  de  découvrir,  pour  une  équation  donnée^ 
l’existence  de  fonctions  cp^,...  satisfaisant  aux  conditions  indi- 
quées ci-dessus,  on  ne  peut  donner  pour  cela  de  règle  générale. 
Toutefois  il  y a un  cas  où  l’existence  de  ces  fonctions  devient 
évidente,  et  où  par  conséquent  la  méthode  précédente  peut  s’ap- 
pliquer sans  difficulté. 

Supposons  l’équation  donnée  mise  sous  la  forme 

H{Xiy...,  Xi-\,  pi-l,  (pm)  = 0, 

la  fonction  H ne  contenant  explicitement  que  les  variables  x^, 
Pi,..y  xi-1,  pi—i;  la  fonction  q)i  ne  contenant  que  les  variables 

pif>  pi^k-i‘,...\  la  fonction  cpm  ne  contenant  que 

les  variables  pi-{^k^...^i,..,  Xn,  pn.  On  peut  dire  alors 

que  dans  cette  équation  les  variables  sont  séparées.  Dans  ce 
cas,  il  est  évident  que  les  conditions 

{H,  (pr)  = 0,  (qPr,  Cps)  = 0 

sont  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  m des  indices  r 
et  s.  D’après  cela,  en  vertu  des  conclusions  précédentes,  au  lieu 
de  l’équation  donnée,  on  peut  intégrer  séparément  chacune  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

H{xi,.^y  Xi-i,  Pi-ii  «1,..,  am)  = ay 


qPj  — Uj , . . , q)m  — üm  , 

ai,.. y am  désignant  des  constantes  arbitraires.  Si  les  intégrales 
complètes  de  ces  équations  sont  respectivement 
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+ «0  J 2i  + 


1 intégrale  complète  de  l’équation  donnée  sera  égale  à leur  somme 


2^0  + + . . . + 2m  + Oj  ==  Z + o;. 


a.  étant  la  somme  des  constantes  arbitraires  «i,-..,  dm,  intro- 
duites par  simple  addition.  En  effet,  il  est  facile  de  s’assurer 
que  cette  intégrale  satisfait  à l’équation  proposée,  et  qu’elle  ren- 
ferme n constantes  arbitraires. 

58.  Remarquons  que,  si  une  des  fonctions  <pj, , cpm  ne 

renferme  qu’une  couple  de  variables  correspondantes,  telles  que 
Xi  et  Pii  en  égalant  alors  cette  fonction  à une  constante  arbi- 
traire ai,  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  pi  en  xi  et  au 
on  en  déduira  l’intégrale  Zi  au  moyen  d’une  quadrature. 

Si  une  des  variables,  Xk  par  exemple,  n’entre  pas  explicite- 
ment dans  l’équation  donnée,  on  a alors  l’équation  pk  = ak»  à la- 
quelle correspond  l’intégrale 


zk  = akcck‘ 


D’après  cela,  les  intégrales  complètes  des  équations 


et 


peuvent  s’obtenir  sans  particulariser  la  forme  des  fonctions  f et 
F,  et  il  est  évident  quelles  sont  respectivement 


2 -f  0£  = OiXi  -f  «2^2  + • • • + • • • » «n— l)  -Xn, 


et 

Z P («1,  Xi)dXi  +/'1/^2(«2»  ^a)  <^^2  + --  • 

(ttîi— Ij  ^n—l)  dXn^X  • * » ^n—l)i  OCrî\^dXn, 

xjji,  'ijJn  étant  les  valeurs  respectives  de  pi,  p^, 

irées  des  équations 

Ç?1  = «1,  92  = «2>*-*j  9?»  = F(ai,..., 

59.  Soit  l’équation 
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Si  l’on  représente  son  intégrale  par  l’équation 

V (^1  > • • • J ^')  ( 

on  en  tirera 

dz  _ Pi  Sz  _ Pn 

dxi  Pn+l  ’ * Sxn  ~~  pn+1  ’ 

en  posant 

dv  dv 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  l’équation  donnée  prend  la  forme 

.... 

\ Pn+l’  " Pn^lJ 

dans  laquelle  les  variables  sont  maintenant  séparées.  Par  consé- 
quent, l’intégrale  de  l’équation  transformée  sera  donnée  par  la 
somme  des  intégrales  des  équations  aux  différentielles  ordinaires 


Pi 


p2_a„...,  p«-a„,  z~F\^  VnW"’  pn+i)' 


La  dernière  équation,  en  particulier,  s’intégre  simplement, 
lorsque  la  fonction  F est  homogène  du  degré  par  rapport  à 

; elle  prend  alors  la  forme 


d’où 


L — 1 

pn+l  = — [F(ai, . an)y  . 2 9 


Par  suite,  l’intégrale  complète  de  l’équation  transformée  devient 

U,  - 1 

vi-a— aiXi-i-a^x^ -{ranXn an)]9>.z  fi  • 

ft  J 

En  égalant  le  second  membre  à zéro,  on  en  tire,  pour  la  valeur 
de  Z qui  satisfait  à l’équation  proposée, 

fi 

. _ — iV-i  («1^71  -f  + . . . + anXn)fi-i 

^ [F(Oi,  «2,...,  an)]^ 


60.  Considérons  un  cas  plus  général.  Soit  l’équation 
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Ê> 


F désignant  une  fonction  homogène  du  degré  (i  par  rapport  à 

Bz 

0^,...,  0^.  A l’aide  de  la  transformation  précédente,  et  en 
conservant  les  mêmes  notations,  l’équation  donnée  prend  la  forme 

zpn+l^=  Xn,  Pi,...,  /?«). 

Le  problème  se  ramène  donc  à l’intégration  des  deux  équations 
= (— 1)M,  F{X^,,..,  Xn,  piy...,  pn)  = A. 

L’intégrale  de  la  première  de  ces  deux  équations  est 

v'  Ci'  = 


(JL  / 

Af^z  fji  . 


(I  — 1 

Désignons  l’intégrale  de  la  seconde  par 

V ~|~  ^ ^ (^1  » • * î ^ny  A)  (ïj,  • • , Ctrl — l)* 

L’intégrale  de  l’équation  transformée  sera,  d’après  cela. 


V -{■  Ci  = F{Xi,..,  Xjiy  A,  «1,...  ün-l) 


-1 


i 1 

A/^  Z fjt  ! 


d’où  l’on  tire  enfin  l’intégrale  de  l’équation  proposée, 

2 _ — • [^(^15-  -J  A,  oi,..., 

Comme  exemple  de  ce  cas,  prenons  l’équation 

i /dz\\  dz  / \ dz  ^dz  \ ^ 

‘-x^  [dxj  + ■'^^ëx^ Ui  Sx,  + 8xJ  + WJ  ’ 

qui,  après  la  transformation,  prend  la  forme 

^ (f;  +^'3)  + 

Ici  nous  remarquons  d’abord  que  les  couples  de  variables  corres- 
pondantes Z et  /?4,  X2,  et  P2  sont  séparées;  le  problème  se  ra- 
mène donc  à l’intégration  des  équations  \ 

zp^^^  = a,  X2P2  = 0,  ^ -F  hh  + ^^^3  = «• 
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Or  il  est  évident  que,  dans  la  dernière  équation,  les  variables 
et  pi,  x^  et  sont  également  séparées.  Nous  avons  donc  à in- 
tégrer les  quatre  équations  différentielles  ordinaires 


zp^  =,  a,  x,2P2, 


b. 


Pi 


P ~ c,  bp^  -b  h’^x^  a — c, 

1 ^1 


dont  les  intégrales  sont  respectivement 
a!  = + 2aszi, 
=6logX2, 

v'"  -f  a'"  = 


ôxi  2 /ô^ 

2 - 3cV4  + ‘'‘^V’ 


(«  — C)^3 


b^3^ 
<2  ' 


Par  conséquent,  l’intégrale  complète  de  l’équation  transformée  sera 

hxi  2 /6^  , 1 («  — 

» + «=  — -^+  + +6l0g.T2+i ^ 

4-2a5  2i. 


bxs^ 


Enfin,  en  égalant  à zéro  le  second  membre  de  cette  équation, 
nous  aurons  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée. 

61.  Dans  les  exemples  précédents,  la  solution  complète  s’ob- 
tenait au  moyen  de  la  seule  séparation  des  variables.  Maintenant 
il  ne  sera  pas  inutile  de  traiter  un  cas  dans  lequel  l’application 
de  ce  procédé,  quoique  simplifiant  le  problème  et  donnant  une 
partie  de  sa  solution,  ne  dispense  pas  toutefois,  si  l’on  veut  ob- 
tenir l’intégrale  complète,  de  recourir  nécessairement  à la  méthode 
de  Jacobi. 

Soit  donnée  l’équation 

H—  f —JL  L^—  dz\  dz  ^ dz  Y 

~~  \ ® dxi  dx^J  \dari  dx^J  \dx^/ 

, ^ \ Bz  dz  _ 

\dx.  + ^6  J g — «• 


/ di 
\dxi 


Bz 

Bx^J 


Cette  équation  renferme  six  variables  indépendantes  x^,..,  x^,  et 
ne  contient  pas  la  fonction  inconnue  z elle-même,  mais  seulement 

3z  3z 

ses  dérivées  partielles  j En  désignant  celles-ci  re- 
spectivement par  Pq,  et  n’introduisant  pas  d’autre  change- 

ment dans  la  forme  de  l’équation  proposée,  cette  équation  deviendra 
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(a;2/>i+a;iP2)3:3+/>3(p,— P2)[^4*+(j05  + Æ4)(p5+a-6)j9g]  = a. 

Maintenant  il  est  évident  que  les  variables  Pi  > ^2,  Pa, 
^3»  d’une  part,  et  d’autre  part  ^4,  /?4,  x^,  p^,  Xq,  Pq  sont  sé- 
parées. En  égalant  à une  constante  arbitraire  a l’expression  entre 
crochets,  qui  est  formée  avec  le  second  groupe  de  variables,  on 
ramène  le  problème  à l’intégration  des  deux  équations 

P4‘‘+(.Pi+^4)(.P5  + ‘>^6)p6  = «. 

(X2P1  + Xip^)  a-3  + e/>3  (pi  —pi)  = a. 

La  première  de  ces  équations  s’intégre  très -simplement  au 
moyen  de  la  séparation  des  variables.  En  effet,  remarquons  d’a- 
bord que  la  variable  indépendante  x^  n’y  entre  pas  explicitement; 
posons  par  conséquent 

Pb  = /5; 

Téquation  prendra  la  forme 

;?4»  + (/î  + (jî  + Xi)ps  = «. 

Il  est  évident  maintenant  que  les  deux  couples  de  variables  x^ 
et  /?4,  Xq  et  Pq  sont  séparées.  En  posant  donc 

((5  + ^6)P6  = y> 

il  vient 

P4'‘  + 7(.^+^4)  =“. 

et  l’on  en  tire 

Pe  = P4  = V cc-^y—yXi-, 

par  suite, 

/ 1 ydx^ 

Pidx^  + p^dx^-\-pQdxQ  = V a^-^y—yx^.dx^  i-  §dx^  ’ 

d’où  l’on  tire,  par  l’intégration,  la  fonction  cherchée 

. z'  -h  A'  = ^ (a—^y  — yx^)^  + ^x^  -f  log  ((3 

62.  Passons  à l’intégration  de  la  seconde  des  équations  pré- 
cédentes, 

H — P2)  ^3  + iPi  — /^a)  = «• 

Ici  l’on  n’aperçoit  pas  la  possibilité  de  séparer  les  variables. 
Nous  prendrons  donc  la  méthode  générale  de  Jacob i,  pour  trouver 
deux  fonctions  /7i,  7/^  variables  x^,  x>i,  x^y  pi,  p^,  p^. 
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D*abord  nous  chercherons  une  fonction  Hi  satisfaisant  à l’é- 
quation linéaire 

' ' dxi  dpi  dpi  8xi  * 8x2  8p2  ^Pt  8x2 

8H  8Iii  8H  8Hi  _ 

puis  une  autre  fonction  H2  satisfaisant  aux  deux  équations  simul. 
tanées,  de  même  forme  que  la  précédente. 


{m)  {H,  H2)  = 0,  (/fl,  H2)  = 0. 


D’après  cela,  la  fonction  Hi  devra  être  déterminée  comme 
une  des  intégrales  du  système  d’équations  simultanées 


(w) 


dpi  dp2  dp^  ~dxi  — dx2  —dx^ 

JET  ^ET  ~ lET  ^Ji  ^ET  'JE7' 

8x1  8x2  8x3  8pi  8p2  8p^ 


lesquelles,  par  la  substitution  de  la  valeur  donnée  de  H,  prennent 
la  forme 

dpi  dp2  dp^ 

X3P2  X2P1  + Xi  p2 

— dxi  — dx2  — dx^ 

X2X^  f ap^  ^1 0:3  — a/?3  ct{pi  —p2Ï 

D’après  une  propriété  connue  des  rapports  égaux,  le  premier 
et  le  second,  le  quatrième  et  le  cinquième  rapport  du  système 
précédent  donnent  l’équation 

d(P\  ^tPt)  _ _ d {xi  + X2) 

Pi+i»2  a:, +0:2  ’ 


dont  l’intégrale  est 

\xi  -\-X2){pi  +/?*)  = const. 
On  peut  donc  poser 

Hi  (ar,  ■\-X2){pi  4 /^2). 


63.  11  faut  ensuite  déterminer  la  fonction  H2  satisfaisant 
simultanément  aux  deux  équations  {m).  Pour  ce  calcul , il  est 
commode  de  s’aider  du  tableau  suivant: 


6 
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H 


S, 


y, 


8. 

8^1 

8. 

dpi 

8. 

8^2 

8. 

8/>2 

8. 

8. 

dp3 


Va  +«;»; 


x^x^—aps 


Vi 


(^(Pi—Pi) 


Pi+Pî 


^i+^î 


Pi+Pî 


— /^2 


P^—Pl 


(H,  HO  (H,<p)  = 0,(H,  y;)  = 0,  (^1,  6)  = 0,  6';=:0,] 

= 0.  (H„  g>)  (H^,  Xf;)  = 0.  (H,  6)  (H,  eO=i 

=Pi*-i»î®  ■=(Pi—Pi)x3=(Pi--P2^ 

=z2q>.  = — 3:36  +aOi— P-l 

= 6\ 


= T + “®’ 


Dans  ce  tableau  sont  inscrits,  en  tête  des  différentes  colon- 
nes, les  symboles  des  fonctions  qui  entrent  dans  le  calcul,  et 
dans  les  colonnes  elles-mêmes  se  trouvent  les  dérivées  partielles 

8 8 

de  ces  fonctions.  Les  notations  inscrites  à gauche 

du  tableau,  indiquent  la  variable  par  rapport  à laquelle  est  prise 
chaque  dérivée.  Enfin,  au  bas  de  chaque  colonne,  nous  avons 
placé  les  valeurs  des  combinaisons  de  la  forme  {A,  B)  de  la 
fonction  correspondante  à cette  colonne  avec  les  fonctions  précé- 
dentes. C*est  principalement  pour  le  calcul  de  ces  combinaisons 
que  notre  tableau  est  commode. 


D’après  la'  théorie,  il  faut  commencer  le  calcul  de  H^,  par 
déterminer  une  intégrale  de  Tune  des  deux  équations  (m).  Si 
l’on  prend  pour  cela  la  première  de  ces  équations,  il  faudra  dé- 
terminer une  des  intégrales  du  système  (w),  autre  que  /^  = const.  | 
Le  premier  et  le  second  rapport  de  ce  système  fournissent  l’é 
quation 


dpi  _ dp^ 
Pi  Pi 


dont  l’intégrale  est 
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2 


^ = con«t. 


Au  moyen  du  premier,  du  second  et  du  dernier  rapport  du  sys- 
tème (72),  nous  avons  l’équation 

—P2)  __  _ dx^ 
ou 


ad  {pi  —pi)  = x^dxs. 


dont  l’intégrale  est 


^3 


jp  z=  a ( Pi  — ^ = const. 


64.  Le  tableau  précédent  montre  que  l’intégrale  g?  ne  peut 
fournir  la  valeur  de  Zfa?  p^i’ce  que  le  résultat  de  la  substitutiou 
dans  (lli,  çp)  n’est  pas  égal  à zé^ro,  et  que,  ce  résultat  étant  une 
fonction  de  (p,  alors  en  vertu  de  la  Remarque  1 du  §.  18  (art.  49), 
la  fonction  q?  ne  peut  servir  pour  le  calcul  de  lorsqu’on  a 
déjà  choisi  la  valeur  de  üi. 


On  voit  par  le  même  tableau  que  l’intégrale  'iJj  satisfait  aux 
deux  équations  simultanées  (m);  on  peut  donc  prendre 


En  égalant  les  valeurs  trouvées  pour  Hi  et  pour  /fg  respec- 
tivement à des  constantes  arbitraires  6 et  c,  on  aura,  au  lieu  de 
l’équation  donnée,  les  trois  équations 

H = {x^p^  + X^  p^)  (Pl  — P‘l)  = «î 

= {x^  4- x){pi  +/?)  = 6, 

æ 2 

= ^{pi—p<ù 1-  ==  c, 

d’où  l’on  tire  algébriquement 

b c x-^ 

2 (Xi  -f  X2)  2a  4a  ^ 

2a — bx,  1 , 

^3  — <2c  — X3^  + 2^  (^i  — -^2)^3; 


par  conséquent, 
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Pi  dxi  + + Pzdx^ 


b d{xi^  x^)  1 


~ 2 a:i  + a:jB  ‘io  + 2 

. 1 X » . 2a  — ÔÆJg  , 

2a  x^dx^  + 2^ _|. ^^2  dx^. 


En  intégrant  cette  expression,  nous  obtiendrons  ia  seconde 
partie  de  l’intégrale  cherchée, 

*"  -\-  j4!'  log  {xi  + a:,)  +!^  (;r,  — x^){c  + ^) 
aV^2  X b 

+ VI  Vfc  ~ 2 '"S 

Par  conséquent  l’intégrale  complète  du  problème  sera 
* + ^ = z'  + 2"  + + A'') 


(Xi  -j- x^)^(P-j-Xe)Y  ^ 1 


log  J 

(2ci-xs^f 


+ ^<^1—^2)  (c  + vr) 


2 


aV**!  ^32^  î ^ 

~V7  ^ + ^^6» 

A = A'  ^ A",  b y c,  cc,  |3,  y désignant  six  constantes  arbitraires 
distinctes.  / 


66.  Voyons  s’il  n’est  pas  possible  d’obtenir  la  solution  du 
problème,  en  commençant  le  calcul  de  la  fonction  par  la  dé- 
termination d’une  intégrale  de  la  seconde  des  équations  (m). 

L’intégration  de  l’équation 

{Hi,  Hy)  = (pi+p,)^  - (a:,  + + (pi  + ^ 

se  ramène  à celle  du  système  d’équations 

dpi  dpi  — dxi  — dx^ 

Pi  +P2  “ Pi  +P2  ^1  +^2  ~ ^1  +^2’ 

dont  les  intégrales  sont  évidemment 

Pi  — P2  = const,  Pi  — /72  + ari  — a:*  = const. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Ch,  F,  i9,  85 

Prenons  la  première  de  ces  intégrales,  comme  étant  la  plus 
simple,  et  posons 

(9  = pi  — /?2. 

Le  tableau  ci-dessus  nous  fait  voir  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  0 à la  place  de  dans  la  première  des  équations  (m) 
est  — et  cette  fonction,  que  nous  désignerons  pur  0',  sera, 
d'après  la  théorie,  une  nouvelle  intégrale  de  la  seconde  équation 
(m).  Le  résultat  de  la  substitution  de  & à la  place  de  dans 
la  première  équation  (m)  sera 


û/2 


La  fonction  6"  est  évidemment  une  nouvelle  intégrale  de  la 
seconde  équation  (m);  mais  elle  s’exprime  en  fonction  des  deux 
précédentes  6 et  6',  Nous  arrêterons  donc  là  les  substitutions, 
et  nous  chercherons  une  fonction  F des  deux  intégrales  distinctes 
S et  6',  qui  satisfasse  aux  deux  équations  (m).  Pour  cela,  for- 
mons les  équations 


0F 


0F 


F(0,  ê')]  = (H,,  (^1,  dO  ^ 


0(9 

= ô.g+o.g=o. 


[H,  F {6,  0')]  = {H.  0)  11’+  (H,  0')  g 


La  première  de  ces  équations  est  satisfaite  par  une  forme  quel- 
conque de  la  fonction  F;  la  seconde  sera  satisfaite,  si  l’on  déter- 
mine F comme  intégrale  de  l’équation 


de  de' 


En  exposant  la  théorie  générale,  nous  avons  introduit  dans 
un  pareil  système  d’équations  une  nouvelle  variable  t,  en  égalant 
la  valeur  commune  des  rapports  précédents  à la  différentielle  dr. 
Mais  dans  le  cas  actuel  il  sera  aussi  simple  de  se  passer  de  va- 
riable auxiliaire.  En  effet,  l’équation  précédente  peut  s’écrire 
sous  la  forme 
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En  posant 


il  vient 


Ck  ^1’  ' I /I 

0 =«e,  dou  ^ = „ + e-. 


= M + ou  uduzzzadBf 


d’où,  en  intégrant, 

- 

ad  = const. + -2  ^ 

et  par  suite 

fi'2  -y  2 

F(d,  0')  = — /î2) --|-* 

Cette  intégrale  de  la  première  équation  (m)  avait  déjà  été 
tirée  immédiatement  du  système  (71),  et  nous  l’avions  désignée  par 
1/;.  Par  suite,  la  nouvelle  voie  conduit  à la  meme  intégrale  com- 
plète; cependant,  quoique  plus  longue,  elle  est  plus  intéressante 
que  la  précédente,  en  ce  qu’elle  présente  une  application  plus 
complète  de  la  théorie  de  Jacobi. 


§.  20. 

66.  Nous  allons  maintenant  introduire,  dans  l’exposition  de 
la  méthode  de  Jacobi,  les  simplifications  et  les  compléments 
dont  il  a été  question  à la  fin  de  l’avant-dernier  paragraphe  (art.  53). 

Représentons  encore  l’équation  donnée  par 

Xn>  Pn)  = «, 

la  fonction  inconnue  2 des  variables  indépendantes  a*!,...,  Xn  n’y 
entrant  que  par  ses  dérivées  partielles  pi  pn;  et  le  système 
des  w — 1 équations  cherchées  qui  doivent  la  compléter  par 

Hi  ~ «1,  ^2  “ Hfi—i  — a.n—1» 

les  premiers  membres  devant  être  des  fonctions  des  variables 
Xi,..,,  Xn,  pif->  Pn,  qui  ne  contiennent  pas  les  constantes  arbi* 
traires  , . . . , On-i- 

Ce  système  de  n équations  peut  évidemment  être  remplacé 
par  tout  autre  système  équivalent.  Par  exemple,  par  la  première 
de  ces  équations,  on  peut  exprimer  pi  en  fonction  des  autres  va- 
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riables  et  de  a;  en  substituant  cette  valeur  de  pi  dans  la  seconde 
équation,  on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  en  fonction  de  toutes 
les  variables  restantes,  hormis  pi  et  p^,  et  des  constantes  a,  «j. 
En  continuant  ainsi,  il  est  clair  que  l’on  pourra  généralement  ex- 
primer chacune  ^es  n premières  quantités  de  la  série 

Pl9  Pny  ^i>  fil,...,  Qn-l 

en  fonction  des  quantités  qui  les  suivent  dans  cette  série.  8i 
l’on  désigne  ces  expressions  respectivement  par  coj,  «n, 

nous  aurons,  au  lieu  du  système  d’équations  précédent,  cet  autre 
système  équivalent,  composé  aussi  de  n équations. 

Pi  — û)i  = 0,  p<^  — û)2  = 0,...,  pn — Wn  = 0. 

67.  Comme  nous  avons  sous-entendu,  dans  ce  qui  précède, 
que  les  premiers  membres  des  équations  H=a,  Hi  = ai,.... 
satisfaisaient  identiquement  à la  condition 

(а)  {Hi,nk)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i ét  k prises  dans  la  suite  des 
nombres  0,  1,..,  w— l;  alors,  en  vertu  du  Théorème  III  du  §.  17 
(art.  41),  les  premiers  membres  des  équations  pi  — Wj  = 0, 
«2=0, ...  devront  satisfaire  identiquement  à la  condition 

(б)  (/îi-l-i— «î-fi,  — ûîifc-j-i)  = 0, 


pour  les  mêmes  valeurs  des  indices  i et  k.  Et  de  même  que  les 
éqnations  {a)  nous  ont  servi  pour  la  détermination  successive  des 
fonctions  Hi,...,  Hn-i  au  moyen  de  la  fonction  donnée  H',  de 
même  les  équations  (6)  pourront  servir  à déterminer  les  fonctions 
<»2, ...»  Wn  au  moyen  de  la  fonction  donnée  coi.  Mais  il  est  facile 
de  voir  que  les  équations  (6)  sont  plus  simples  que  les  équations 
(a)  correspondantes. 


En  effet,  ces  dernières  sont  toutes  de  la  même  forme, 
m—l\^^mvpm  Opm  OXm  / 


et,  comme  chacune  des  fonctions  Hi,  Hk  contient  toutes  les  2n 
variables  Xi,...,  Xn,  Pi,...,  pm  chacune  de  ces  équations  aura 
2w  termes.  L’équation  correspondante  du  système  (6),  formée 
d’après  la  même  loi,  sera 
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( pi+l  — ©î+l , pk+l  — OJfc-f i) 

— — S(pk+i—(Ok^i)  d(pk+i~-ù)k+i)] 


da:r 


dpf 


dpr 


da:r 


= 0. 


Mais  si  l’on  observe  que  les  fonctions  coi-fi,  qui  peu- 

vent renfermer  toutes  les  variables  Xi,,.,æn,  ne  doivent  contenir, 
parmi  les  variables  pi,.,.,  pn,  que  celles  dont  les  indices  sont 
respectivement  plus  grands  que  les  indices  k-\-\  de  ces 

fonctions;  il  est  facile  de  s’assurer  que  l’équation  précédente  aura 
d’autant  moins  de  termes  que  les  nombres  i + 1 , k-{-\  seront 
plus  grands.  D’après  cette  remarque,  et  en  supposant  i<^k,  on 
pourra  développer  comme  il  suit  la  somme  qui  forme  le  premier 
membre  de  l’équation  précédente. 


(m  = 1) 


(m  = 2) 


(m  = i) 


ÔCOf+l 

da:,  ' 

ôœk^i 

+ 

★ if 

9 

+ ..+ 

★ ♦ 

9 

0, 

0 

0,  0~ 

O 

O 

(wï  = i + 1) 


(m  — 1 + 2) 


, 00)*+! 

1 

’ 0;ri4.2 

h 0 

+ 

0«>.+l  „ 

“ 0m®’ 

+ 


(w  = k) 


(m  = Âr  + 1) 


Soit-fi 

dooi^i 

9 

1 

dæk^i 

Ba:k+i 

ÔOJi-l-l 

1 ' 

0 

+ 

Swi-fi 

dpk+i 

1 

(m  = Â:  + 2) 


(m  ==  n) 


ÔCOÎ+I 

ScOjfc-fl 

ÔcOî+l 

dcûk-^1 

dæk-i-i 

1 dpk+2  * 

dxk^2 

do^k+i 

Bpk^2 

+ ..  + 

dXn 

dcoi^i 

dpn 

dXn 

Bpn  1 

Dans  ce  développement,  nous  avons  remplacé  par  des  asté- 
risques (*)  les  éléments  de  chaque  déterminant  qui  devaient  être 
multipliés  par  zéro.  11  est  évident,  d’après  cela,  que  l’équation 
précédente  peut  s’écrire  comme  il  suit. 
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( pi^i  — Wi+i , /?fr+i  — ca*+i) 

I _ dcOj^l  m=^^l  dcùk-^i 

(c)  l dxi-^1  dxk-i-l  m=i+2  ^Pm  dXm 

( 4-  ”Ü"  f^i±}  __  Q 

\ m=k+2  \ Spm  dpm  dXm  J ' 


et  que  le  nombre  de  ses  termes  est  égal  à — k — i.  Ainsi, 
par  exemple,  dans  la  première  équation  du  système  (6),  pour  la- 
quelle 2 = 0,  Â:  = 1 , il  y a 2^2  — 1 termes;  dans  la  dernière,  où 
i—n—%  k—n—\,  il  y a seulement  3 termes. 

68.  D’après  cela,  la  fonction  des  variables  pn, 

Xy,...,  Xn  devra  être  déterminée  au  moyen  de  la  fonction  donnée 
ûJi,  par  l’intégration  de  l’équation  linéaire 


(I) 


. dcoi  Ôc»2 

» P2  ^2)  0^^ 

”>=«  /dcoi  da)2  __  ^ 

m=2  \dXm  dpm  dpm  dxm)  ’ 


dans  laquelle  la  fonction  cherchée  p^  = «2  entre  non-seulement 
par  ses  dérivées  partielles,  mais  encore  explicitement  dans  les 
coefficients.  Le  nombre  des  termes  est  2»  — 1,  et  l’un  d’entre 
eux  ne  contient  pas  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  cherchée. 


La  fonction  cug  des  variables  pn,  Xi,,..,  Xn  devra  être 

déterminée  au  moyen  des  fonctions  connues  coj  , 0)2,  de  manière 
à satisfaire  simultanément  aux  deux  équations  linéaires 


ÔcOi  dcÛ3  dcOi  00)3  0COj  dojg 

P\  5 Pz  W3)  -f 

^ ~ 0 

dpm  ^Pm  dXm  J ' 


iP2~^2’  P3~(^3)—: 


00)2  00)3  00)2  00)3 
8X3  ^ 8X2  8p3  8X3 


/0O)2  ^3  _ _ 0 

m=i  VSæ’to  8pm  8pm  8Xm  ) ~ ' 


dont  les  coefficients  contiennent  pareillement  la  fonction  cherchée 
/)3=o)3,  et  le  nombre  des  termes  est  égal  pour  la  première  à 
272  — 2,  pour  la  seconde  à 2/2  — 3. 

Ln  général,  lorsqu’on  aura  déjà  déterminé  les  fonctions 


G 
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» 

û)2,  o)fc,  alors,  au  moyen  de  ces  fonctions  et  de  la  fonc- 

tion donnée  œj,  on  devra  déterminer  coit+i  en  fonction  de 
a?!,...,  Xm  de  manière  à satisfaire  simultanément  au  système  des 
k équations  linéaires 

{U)  {pi  — Wj,  p1(^\  — Wfr-fl)  — 0,  (/?.2  ~ 0)2,  pk^\  — 0)t-fl)  = 0,  . . , 

{pk—  m,  pk+i  — o)fe-f-i)  = 0, 

lesquelles  sont  de  la  forme  de  l’équation  (c),  et  s’obtiennent  en 
faisant  successivement  dans  celle-ci 

1 = 0,  1,...,  k- l. 

Relativement  à leur  forme,  nous  n’aurons  qu’à  répéter  les  remar- 
ques faites  plus  haut  sur  les  équations  des  systèmes  précédents, 
et  les  nombres  de  leurs  termes  seront  respectivement 

(k^)  2n—k,  2n — k — 1,  2w  — 2, 2^^  — 2/;-|-l. 

On  peut  écrire  de  cette  manière  chacun  des  n systèmes  d’é- 
quations qui  servent  à la  détermination  successive  des  fonctions 
©2,  Wg, o)n*  Mais  on  voit  par  ce  qui  précède  que,  dans  les 
différentes  équations  d’un  même  système,  le  nombre  des  variables 
n’est  pas  le  mêîne,  non  plus  que  celui  des  termes.  Ainsi,  dans 
les  équations  (k),  les  nombres  des  variables  forment  évidemment 
la  série 

2« — i,  2w— 2,  2w  — 3,...,  2n  — k, 
les  nombres  de  termes  étant  exprimés  par  la  série  {k'). 

En  conséquence,  il  faut  transformer  les  équations  ci-dessus, 
de  manière  à rendre  le  nombre  des  variables,  ainsi  que  celui  des 
termes,  identiques  dans  toutes  les  équations  d’un  même  système, 
et  respectivement  égaux  aux  nombres  des  variables  et  des  termes 
dans  la  dernière  équation  du  système.  Ainsi,  dans  chacune  des 
équations  (Je),  on  réduira  le  nombre  des  variables  à 2n  — k,  et 
celui  des  termes  à 2n  — 2k-\-\, 

69.  Commençons  par  appliquer  cette  transformation  aux  équa- 
tions (2).  La  première  de  ces  équations  peut  s’obtenir  immédia- 
tement, puisque  la  fonction  coj  des  variables  p^,..,  pm  Xn 

se  tire  algébriquement  de  l’équation  donnée;  mais  on  ne  peut 
former  la  seconde  qu’après  avoir  déterminé  une  intégrale /?2  = coa 
do  l’équation  (1).  Dès  que  l’on  connaîtra  cette  intégrale,  où  coa 
désigne  une  fonction  de  p^,,..,  pn,  Xi,...,  Xm  on  pourra  alors 
évidemment  substituer  dans  coi  la  valeur  àe  p^,  et  exprimer  ainsi 
0)}  au  moyen  des  mêmes  variables  que  d’où  il  devra  résulter 
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une  simplification  de  la  première  des  équations  (2).  En  désignant 
par  û)/  ce  que  devient  la  fonction  (Oi  après  la  substitution,  et 
par  t une  quelconque  des  variables  /îg,...,  Xi,...,  Xn,  il  est 

clair  qu’on  aura 

dcoi' Ba)i  Bcoi  B(D2 

dt  dt  ô/?2  Bt 

Cette  formule  indique  d’elle-même  de  quelle  manière  s’opérera 
la  transformation  demandée.  Pour  cela,  il  est  aisé  de  voir  qu’il 
faut  ajouter  à la  première  des  équations  (2)  le  produit  de  la  se- 

A 'A 

conde  par  > ee  qui  donne 


0 = -(ïïxr  + 


Scoj  Bœi  ôa>2 


Bx^ 

/Bcoi  Bcùi  ô(»2\  , 5a)i  Ba)2\ 

~~  \ ^P2  ^^2  ^^2/  \ ^PZ  ^ ^P2  ^Pz) 


8^2 


) 


ÔW3 

Bxi 


B(Ü3 

Bx. 


tn=n 


1 0(»i  0W2^Sc»3  /BcOi  5ci?2  \ \ 

m Bp2  Bxm/Bp  m m ^ ^P2  ^Pm)  Bx  m ) 


OU,  en  remarquant  que 

Bœi  Ba)2  Bcoi  Bco^ 
Bp2  Bx2  Bp2  Bx2 

et  ayant  égard  à la  formule  précédente. 


0 = - 


BcOi^  BcOÿ  0Q)i'  Ôû)3 
Bxs  ' Bxi  Bp3  Bxs 

/Bcoi'  B(X)3  _ Bcoi' 

m=4  \^Xm  Bpm  Bpm 


Bc^\ 

BXmJ 


On  remplacera  par  cette  équation  la  première  des  équations 
(2),  après  quoi  ces  deux  équations  ne  renfermeront  plus  l’une  et 
l’autre  que  les  mêmes  variables  /?3,  p^,...,  pn,  Xi^...,  Xn,  et  au- 
ront le  même  nombre  de  termes  2w — 3;  de  sorte  que  l’une  des 
équations  se  transformera  dans  l’autre,  lorsqu’on  changera  coi'  en 
0)2  et  vice  versa. 

Il  est  évident  aussi  que  ces  deux  équations  peuvent  être  re- 
présentées symboliquement  sous  la  forme 

— OJ/,  /?3  — û)3)=:0,  (/?2  — 032»  Ps  — = 0» 

et  que  leur  combinaison  donne  encore  une  troisième 
identité, 

(/3l  — Q)/,  /32~032)=:0, 
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laquelle  doit  avoir  lieu  en  vertu  du  Théorème  ÏV  du  §.  17. 

70.  En  suivant  la  même  marche,  on  pourra  effectuer  la  trans- 
formation voulue  dans  tous  les  systèmes  successifs  d’équations 
qui  servent  à la  détermination  des  fonctions  «5,....  Sans 
nous  arrêter  donc  à chacun  de  ces  systèmes  en  particulier,  nous 
allons  indiquer  la  marche  de  cette  transformation  pour  les  équa- 
tions (Jk)  (art.  69),  qui  peuvent  représenter  un  quelconque  des 
systèmes  que  l’on  aura  à considérer. 

On  ne  peut  former  les  équations  (Ji)  qu’après  avoir  déjà  ob- 
tenu les  valeurs 

V\  Pn,  Xn), 

~ Pn>  Xn), 


pk-i  = a^i,...,  Xn), 

pk  = . .,  pn,  ^1,.-,  Xn), 

dont  la  première  se  tire  algébriquement  de  l’équation  donnée,  et 
les  suivantes  respectivement  de  l’intégration  des  équations  (1), 
(2').... 


En  substituant  les  valeurs  de  pu,  1,..,  p^i  représentées  par 
ces  équations  successives,  dans  chacune  des  équations  précédentes, 
on  exprimera  toutes  les  fonctions  «i,  cok-i  de  la  même 

manière  qu’est  exprimée  la  fonction  cot,  c’est-à-dire  au  moyen  des 

variables  , . . . . , pn»  x^, Xn»  Si  l’on  désigne  par  w, 

(ük-i'  ce  que  deviennent  ces  fonctions  après  les  substi- 
tutions, et  par  t une  quelconque  des  variables  dont  elles  dépen- 
dront alors,  il  viendra 


id) 


Scùk-l' 

Scok- 

Scûk-l 

Scùk 

St 

— St 

+ 

Spk 

St 

Sa)k-2' 

S(Ok-i 

Scûk-^ 

ScDk-l 

St 

St 

T 

Spk-1 

St 

ScOi' 

Sû)i 

+ 

Smi  SCÛ2' 

~w 

— W 

St 

9(»i 

Scok-I 

.+ 

Spk-\ 

St 

dpk  Si 


Sai  Scû^' 

Spa  St 


+ 


da)i  Scûk 

Spk  St 
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71.  Ces  formules  montrent  d’elles -mêmes  comment  on  devra 
procéder  pour  faire  la  transformation  demandée.  Prenons  les 
équations  {k) 

{pi—OJii  — tüfc+l)  = 0,  ip^ ^2,  Pk^l  — Wfc-pi)  =0,..., 

{pu Wfc,  — = 0, 

et  désignons  ' les  respectivement  par 


(^1)5  (^2)»  • * • 5 {kk)» 

Pour  les  réduire  à la  forme  de  la  dernière  {kk),  on  commen- 
cera la  transformation  par  l’équation  {kk-i),  et  pour  cela,  comme 
l’indique  la  première  des  équations  (cZ),  on  ajoutera  à l’équation 

^ojk 1 

{kk—i)  l’équation  {kk)  multipliée  par  qui  donnera  l’é- 

quation 

(A._1) +(fe)-g^=0,  ' 

ou,  en  vertu  de  la  formule  en  question,  l’équation 


{kk-i’) 


dxk+1  dxk-i 


dojk—i'  dojk-^i 
Bpk^i  dxk^i 


” /dojk-i'  dojk^i  dojk- 


m=A:+2  V dx 


dpm  dpm 


i'  = 

CXm  J 


qui  remptacera  l’équation  {kk—\)  du  système  {k). 

Pour  transformer  l’équation  {kk—2),  il  faudra,  d’après  la  se- 
conde des  formules  (df),  ajouter  à l’équation  (Jck—i)  l’équation 

{kk—1*)  multipliée  par  et  l’équation  {kk)  multipliée  par 

ÔWfc-2 


^Pk 


— > ce  qui  donnera  l’équation 


ou 


(/rfc-2') 


ë5+«^’='>- 

_ , ^^±1  Bcok—l'  ÔcOfc-l-l 

1 dxk-2  1 d.rjt-f  1 

-f  /d(0k-2'  doik^i  doJk-2.'  ^ 

Tn=k-^i  \ ^Xm  dpm  ^pm  Bxm  / 


Supposons  que,  en  continuant  de  cette  manière,  nous  ayons 
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transformé  toutes  les  équations  du  système  (à:),  à l’exception  de 
la  première  ; alors,  pour  transformer  aussi  celle-ci,  on  formera  l’é- 
quation 


(^i) 


/\^"l  . . //  /X 


+ (^A:) 


0, 


laquelle,  en  vertu  de  la  dernière  des  formules  (c?),  prendra  la  forme 


doJi  SwAr-fl 


JOU 


dojk^-i 


W) 


^xk^x  dxi  ô/>jfc+i  dxk^i 
m=7ï  d(ok-{-l  _ doJi^  __ 

^pm  ^Pm  ÔXm  J 


et  c’est  par  cette  équation  qu’on  remplacera  l’équation  {ki). 

72.  Ainsi  le  système  transformé  se  composera  des  équations 

(/ik-2/)y  {kk-X*)y  (^fc). 

Dans  chacune  de  ces  équations  entrent  les  seules  et  mêmes  va- 
riables pn»  Xiy».y  Xn,  et  elles  Contiennent  toutes  le  meme 

nombre  de  termes  2n — 2^ -fl. 


Il  est  évident  que  ces  équations  se  transforment  les  unes 
dans  les  autres  par  l’échange  des  fonctions  ojk-i^,  ojk; 

on  pourra  donc  les  représenter  toutes  par  la  même  formule  générale 

Sw/'  doJk^  doH‘_ 

dxk^x  ^xi  dpk^i 

m=n  doJk^l  don*  Q 

7n=/t-|-2  n*  ^Ptn  ^Pm  Sxm  J 

OU  l’on  fera  successivement  /=!,  2,...,  k. 

Cette  même  formule  peut  servir  à représenter  les  équations 
de  tous  les  autres  systèmes,  qui  s’en  déduisent  toutes  en  don- 
nant successivement  à l’indice  k les  valeurs  1,  2,...,  n — 1,  et 
attribuant,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  à l’indice  l toutes  les 
valeurs  non  plus  grandes  que  k. 

Enfin,  remarquons  encore  que  le  système  {k)  transformé  peut 
s’écrire  symboliquement  sous  la  forme 

( Pi  — ^ p*-f-i  — Wit+i)  = 0,  (Pa  — wj',  pu^i  — ojk-^i)  = 0, . . . , 

(pk  — wfc,  pjt^  1 — wifc^i) = 0, 


Sxk^i 
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wi's  0J2',  . ...  i vjk  désignant  des  fonctions  des  seules  variables 

Prit  ^i>***> 

A ces  équations  on  peut  encore  joindre  les  identités 

{pi  — OH^y  pV  — OiV^)  = 0, 

qui  ont  lieu,  en  vertu  du  Théorème  IV  du  §.  17,  pour  toutes  les 
valeurs  de  l et  de  V prises  dans  la  suite  des  nombres  1,  2,..,  k. 


§.  ‘21. 

73.  Avant  de  traiter  de  l’intégration  des  systèmes  d’équa- 
tions obtenus  dans  le  paragraphe  précédent,  faisons-leur  subir 
encore  une  dernière  transformation,  d’ailleurs  très -simple  et  uni- 
forme, et  qu’il  suffira,  en  conséquence,  d’expliquer  sur  l’équation 
(e),  qui  représente  le  type  général  de  toutes  les  autres. 

Dans  l’équation  (e),  pk^i^ojjt^i  désigne  la  fonction  cherchée 
des  variables  pk-\-2,..,  pn,  JOi,..,  Xn;  et  est  une  fonction  don- 
née, dans  laquelle  entre,  outre  les  variables  précédentes,  la  fonc- 
tion elle -même  pk^i  = wt+i  qu’il  s’agit  de  déterminer.  D’après 
cela,  suivant  le  procédé  ordinaire,  on  transformera  cette  équation 
en  une  autre,  pareillement  linéaire,  dans  laquelle  la  variable  pk^i 
se  joindra  aux  précédentes  comme  variable  indépendante,  et  où 
la  nouvelle  fonction  inconnue  n’entrera  plus  dans  les  coefficients 
de  l’équation. 

Supposons,  en  effet,  que 

fkipk^i,  Pk\^y  y ptiy  Xi,..,  a:n)  = const=:ajt 
soit  l’équation  d’où  l’on  doive  tirer  la  valeur 

satisfaisant  à l’équation  (e).  L’équation  fk=:ak,  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  wAt+i  de  se  changera  en  identité;  par 

suite,  en  la  différentiant  par  rapport  à l’une  quelconque  t des  va- 
riables pny  Xiy...y  Xny  nous  aurous  encore  une  identité, 

dfk  ^fk  doJk^i  __ 
dt  ^ dpk+i  dt  * 


ou 


Bfk  dojkj-i  __  djl 
dpk^i  dt  dt' 
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En  multipliant  donc  réquation  (e) 


dfk 

par  — 5 

^ opk+i 


il  viendra 


dfk  doji^  dfk  dojk-\-i  doji*  / dfk  Swjt-piX 
dpk^i  dxk-{^i  dpk^i  da;i  V dpk^-i  d^^ij 

Tn=k-\-2.  \da:^m  \ dpk-{-l  dpm  J dpm  \,  dpk-{-l  dXm  J) 


OU,  en  vertu  de  l’égalité  précédentes 


dfk  /doH^  dfk  ^ dojf  dfk  \ _ Q 

dxi  ^ m=k-{^2\^^‘m  dpm  dpm  dxmj  ~~ 


Enfin,  cette  équation  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 
symbolique 

{pi  — Oil*,  fk)  = 0, 

0)1*  et  fk  représentant  des  fonctions  des  seules  et  mêmes  variables 
pk^ly  pk-Y‘i‘y^^y  Pny  ^n- 

74.  Toutes  les  équations  étant  finalement  ramenées  à la 
forme  convenable,  nous  pouvons  maintenant  exposer  la  méthode 
pour  les  intégrer.  Le  plan  général  et  l’essence  du  procédé  néces- 
saire pour  le  succès  de  cette  intégration  sont,  dans  le  cas  actuel, 
analogues  à ce  que  nous  avons  développé  au  §.  18,  en  traitant  de 
l’intégration  des  équations  correspondantes,  de  forme  non  encore 
simplifiée.  La  diflérence  de  détail  provient  principalement,  dans 
le  cas  présent,  de  rélimination  graduelle  des  variables  superflues 
dans  les  équations  qu’il  faut  intégrer  pour  la  détermination  suc- 
cessive des  n — 1 fonctions  inconnues.  De  cette  manière,  nous 
aurons  encore  ici  n — \ systèmes  à intégrer,  lesquels  se  compo- 
seront des  mêmes  nombres  d’équations  que  précédemment;  mais, 
chaque  fois  qu’on  passe  à la  détermination  d’une  nouvelle  fonction, 
le  nombre  des  variables  est  diminué  de  deux  unités,  par  suite  de 
l’élimination  effectuée  à l’aide  de  la  fonction  que  l’on  vient  de  dé- 
terminer immédiatement  avant  celle  que  l’on  cherche.  En  même 
temps  que  la  théorie  se  trouve  simplifiée  par  ce  procédé,  elle 
est  encore  perfectionnée  sous  un  autre  rapport:  les  équations 
d’un  même  système  contiennent  maintenant  un  égal  nombre  de 
variables;  mais  les  variables  ne  sont  pas  toutes  identiques  dans 
les  diverses  équations,  et  cette  circonstance  a pour  effet,  comme 
nous  le  verrons  bientôt,  de  délivrer  la  théorie  de  l’imperfection 
que  nous  avons  signalée  dans  la  Remarque  1 du  §.  18  (art.  49), 
et  qui  diminuait  la  sûreté  des  applications  de  la  méthode. 
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75.  La  détermination  successive  des  n — 1 fonctions  incon- 
nues, nécessaires  pour  la  solution  de  notre  problème,  peut  être 
présentée  comme  il  suit  sous  une  forme  générale. 

De  l’équation  donnée  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
Xn,  Pn)  = 

on  tirera  algébriquement  la  valeur  de  l’une  des  dérivées  partielles 
Pi,  en  fonction  des  autres  et  des  variables  Xy,..,  Xn\  soit 

P\  = «^1  Pn,  ^1  > • • J Xn,  a) 

cette  valeur.  Pour  déterminer  l’équation 

/l  ( Pi,  • • J Pn,  y ' • , t^ny  a)  — -î  COnst.  — , 

d’où  l’on  tirera  l’expression  de  p^  en  fonction  de  pn  x^,... 

Xn,  a,  «1,  on  prendra  l’équation  linéaire 

A)  = 0. 

qui,  en  vertu  de  la  formule  {g),  est  de  la  forme 

^ 4-  Ml  _ Ml  _ 0 

3^1  ^ m=2\9^<n  Mni  Spm  SxmJ 

et  l’on  déterminera  une  de  ses  intégrales  particulières,  renfermant 
P2»  ce  qui  se  ramène  à la  détermination  de  Tune  des  intégrales 
du  système  des  2w  — 2 équations  simultanées  aux  différentielles 
ordinaires  entre  2w — 1 variables, 

dxy  dx^i  d:Xji  dp^  dpn 

1 dojy  * * ” dojy  d^i  * ’ * dwi 

dp2  dpn  Bx^:  Bxn 

Si  l’on  représente  cette  intégrale  par 

Pn,  OCyy..,  Xn,  «)  = COnst., 

on  pourra  prendre  fyzzzçp,  et  de  l’équation  /j  = Oj  on  tirera  la 
valeur  cherchée  de  savoir 

= W2(/?3,..,  Pn,  Xy,..,  Xny  O,  «i). 

En  portant  dans  la  fonction  ojy  la  valeur  que  l’on  vient  de 
trouver  pour  p^,  et  désignant  par  Wj'  ce  que  devient  oq  après 
cette  substitution,  on  aura 

Pi 
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pour  la  valeur  de  px  exprimée  au  moyen  des  mêmes  variables 
que  /?2. 

76.  Pour  déterminer  ensuite  l’équation 

Piiy  * •>  a,  flj)  = const.  ~ ^2 

qui  doit  fournir  l’expression  de  en  fonction  de  p^,,.,  pm 
Xn^  a,  tti,  a^,  on  posera  les  deux  équations  linéaires  simultanées 

(«)  ipi  — ®i'.  A)  = 0.  {Pi —"2,  A)  = 0, 

qui,  en  vertu  de  la  formule  {g),  sont  de.  la  forme 

8A  , ^ JA 

8^1  ^ m=3\8a^m  Spm  dfm  dxmj  ’ 

M . ""SY^  JA  _ iîîi  JA'k  _ ft 

*'  m=3\8^m  Spm  Sfm  SXmJ  ’ 

et  l’on  en  déterminera  une  solution  commune.  A ces  équations 
on  pourra  encore  joindre  l’identité 

(«')  iPl—^l 'y  P2  — "2)  = 0, 

qui  a lieu  en  vertu  du  Théorème  IV  du  §.  17. 

La  détermination  de  la  fonction  satisfaisant  aux  équations 
simultanées  linéaires  aux  dérivées  partielles  (et),  s’effectue  en  s’ap- 
puyant sur  le  Théorème  I du  §.  17,  et  s’aidant  de  l’identité  (a'). 

On  cherchera  d’abord  une  intégrale  particulière  de  l’une  des 
équations  (a),  intégrale  qui  renferme /jg;  ce  qui  se  ramènera  à 
la  recherche  de  l’une  des  intégrales  du  système  des  2w — 4 équa- 
tions simultanées  aux  différentielles  ordinaires  entre  2n  — 3 va- 
riables 

dxi  dxs  dxn  dp^  dpn 

^ 1 ^ 

dps  dpn  dXn 

si  l’on  veut  obtenir  une  intégrale  de  la  première  des  équations 
(a);  ou  du  système 

dx^ dx^  dxn  dp^  dpn 

1 do}2  * * * ^"2  ^‘'^2  * ’ ^^^^2 

Ô/?3  dpn  dx2  dXn 

si  l’on  veut  obtenir  une  intégrale  de  la  seconde  des  équations  (a). 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Ch.  F,  §.  2i.  99 


Supposons,  par  exemple,  que  nous  ayons  déterminé  une  in- 
tégrale du  premier  de  ces  systèmes, 

pn,  a?,,..,  Xn»  a,  ai)  = const., 

dans  laquelle  pourra  entrer  en  jouant  le  rôle  de  constante. 

Cette  fonction  t/;,  qui  représente  une  intégrale  particulière  de 
la  première  équation  (a),  substituons -la  dans  la  seconde  de  ces 
équations  à la  place  de  substituons  le  résultat  t/zj  de  cette 
substitution  dans  la  même  équation  à la  place  de  f^y  et  ainsi  de 
suite.  Nous  obtiendrons  ainsi  la  série  de  fonctions 

0J2,  'ip)  = 'ipiy  {pi'—0)^y  (P2-W2,  = 

On  prouve  aisément,  au  moyen  du  Théorème  1 du  §.  17,  que 
les  fonctions  -i/zj,  sont  des  intégrales  de  la  première  équa- 

tion (eu).  En  effet,  en  prenant  l’identité  qui  exprime  ce  théorème, 

lAy  {B,  C)]^r[By  (C,  ^)]+[C,  {A,  i5)]  = 0, 

si  l’on  y fait  A=:^pi — B = — ««a»  égard  à 

l’identité  (a'),  on  trouve 

(P2— "2.  C)]  — «2,  (C,  Pi-OJ,0]  = 0, 

identité  qui  a lieu  pour  toute  fonction  C des  variables  Xi,..,  Xn, 
> Pn- 

En  faisant  maintenant  tour  à tour 

on  obtient  successivement  les  identités 

[/?!-. Wl',  (P2-0J^,  iP  )]  = 0,  ou  (pi  — Wi',  T/Zi)  = 0, 

[/?!  — w/,  {p^  — o)^y  ipi)]  = 0,  ou  (p,  — Wi',  ^2)  = 0, 
etc. . . , 

qui  démontrent  le  théorème. 

Puisque  ipy  'i/Zj,  ‘i/za»***  représentent  des  intégrales  de  la  pre- 
mière des  équations  (a),  il  s’ensuit  de  là  que 

1/;  = const.,  ipj  = const.,  o/za  = const., . . . 

sont  des  intégrales  du  système  des  2w  — 4 équations  différentielles 
ordinaires  simultanées  (^).  Mais  ce  système  n’admet  que  2w  — 4 
intégrales  distinctes  ou  indépendantes  entre  elles,  et  toutes  les 
autres  intégrales  du  même  système  en  sont  des  fonctions.  Donc 
si,  dans  le  calcul  de  la  série  t|z,  i/za,..,  on  ne  rencontre 
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pas  de  terme  qui  se  réduise  à une  constante  quelconque  ou  à 
zéro,  on  devra  alors  parvenir  nécessairement  à un  terme  'tjji  qui 
s’exprime  en  fonction  des  précédents,  et  qui  pourra,  en  outre, 
renfermer  ^2  qualité  de  constante.  Supposons  que  l’on  ait  ainsi 

z=  F (0:2,  'ip,  'i/'i,.., 

l’indice  i ne  devant  pas,  évidemment,  surpasser  ‘2»  — 4. 

Il  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  le  calcul  de  la  série  pré- 
cédente, puisque  les  nouveaux  termes  ajoutés  seraient  bien  des 
intégrales  de  la  première  équation  (a),  mais  s’exprimeraient  tous 
en  fonction  des  intégrales  déjà  trouvées;  et  nous  savons  a priori 
qu’une  fonction  arbitraire  d’une  ou  de  plusieurs  intégrales  d’une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  est  aussi  une  intégrale 
de  cette  équation.  En  profitant  de  ce  qu’on  peut  choisir  arbitrai- 
rement la  forme  de  la  fonction  des  variables  a:^,  'tp, 
qui'  satisfait  à la  première  équation  (a),  on  pourra  déterminer 
cette  forme  de  manière  qu’elle  satisfasse  en  outre  à la  seconde 
équation  (a). 

Soit  6(a;2*  ^1,..,  'fpi-i)  la  fonction  cherchée;  en  la  substi 

tuant  à la  place  de  dans  la  seconde  équation  (a),  on  voit  qu’en 
vertu  de  la  formule  (8)  du  §.  16  (art.  37),  cette  équation  prend 
la  forme 


-W2,  6) 

/ , 0(9  , . 90  , 86 

(P2  — ^2^  — ^)^-i-(P2  — <^^2^ 


Bip 
86 

+ • • + (P2—  ^2f 


ou 


. 90  . 00  , ^ 90  ^ 


L’intégration  de  cette  équation  linéaire  se  ramène  à celle  du  sys- 
tème d’équations  différentielles  ordinaires  simultanées 


dx^ d'^ d'éJi  dipi-\ 

1 lpi  ^ 'lp2  F(^2y  * 

qui  se  réduisent  très -simplement  à une  seule  équation  différen- 
tielle ordinaire  de  l’ordre  i,  entre  les  variables  X2  et  1/;, 


d^^ 

dx2^ 


dXi 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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Si  l’on  détermine  une  des  intégrales  premières  de  cette  équation 


d't\) 


= 


et  qu’on  y substitue  les  valeurs 
d^> 


’ dx.^ 


dx. 


on  aura  une  intégrale  du  système  précédent  d’équations  simultanées, 
tipc^,  1/;,  T/;*-!)  = const. 


Par  conséquent,  f2=6  = x sera  une  intégrale  commune  des  équa< 
tions  (a).  En  posant 

A = X = const.  = 02, 

on  en  déduira  la  valeur  cherchée  de  en  fonction  de  pm 

Xn,  O,  Oi,  02,  valeur  que  nous  représenterons  par 

p^  — **^3  (/?4,  • • J Pui  Xi,..f  Xji)  O,  flj,  02)* 

Si,  dans  le  calcul  de  la  suite  i//!,  rencontre  un  terme 

qui  se  réduise  à une  constante,  alors  la  détermination  de  l’inté- 
grale commune  des  équations  (a)  se  fera  très -simplement.  Soit, 
en  effet,  y/i  = k étant  une  constante;  nous  aurons 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant 


d^ 


kx^  = const.. 


et  par  suite 


z=  ipi-i  — kx2- 


Si  k=0,  alors 

77.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  pour  la  déter- 
mination de  l’intégrale  commune  des  équations  (a)  ne  présente 
plus  les  imperfections  de  détail  dont  nous  avons  parlé  dans  la  Re- 
marque 1 du  §.  18.  Cela  tient  à ce  que  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (a)  se  trouve  la  variable  X2f  qui  entre  comme  constante  dans 
la  première  de  ces  équations.  Si  nous  échangions  les  rôles  des 
deux  équations  (a),  on  parviendrait  encore  aux  mêmes  consé- 
quences, parce  que  la  première  équation  contient  la  variable  Xj, 
qui  entre  comme  constante  dans  la  seconde.  En  effet,  si  est 
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une  fonction  de  .rj  et  de  i/;,  que  nous  désignerons  par  F{x2,  ip), 
on  pourra  alors  prendre  pour  l’intégrale  commune  aux  équations 
(a)  une  intégrale  particulière  de  l’équation 


ou  une  intégrale  de  l’équation  différentielle  ordinaire  du  premier 
ordre 


Lorsqu’une  des  variables  0:2,  ou  toutes  les  deux  manquent 
dans  F,  il  est  clair  qu’il  n’en  peut  résulter  qu’une  simplification 
dans  l’intégration  de  l’équation  précédente. 

78.  En  substituant  la  valeur  trouvée  = wg  dans  les  fonc- 
tions et  on  obtiendra  de  nouvelles  expressions  de  pi,  p2, 
que  nous  désignerons  par 


V\  — P‘1  — 


ces  expressions  ne  contenant  plus  que  les  variables  qui  entrent 
dans  la  valeur  de  p^» 

Pour  trouver  ensuite  l’équation 

/s (/^4^ • • > P**’  ^2)  const.  = 03, 

d’où  se  déduira  la  valeur  de  p^  en  fonction  de  Pn,  ociu 

a,  üii  02,  on  prendra  les  trois  équations  simultanées  aux  dé- 
rivées partielles 


(y)  — — (Pa  — «V.  /3)  = 0.  (i>3— "3.  =0, 


qui,  d’après  la  formule  (g),  sont  de  la  forme 


et  l’on  en  déterminera  une  intégrale  commune  f^. 


A ces  équations  il  faut  encore  joindre  les  identités 


aux  dérivées  'partielles  du  premier  ordre. 
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(/)  iPi  — V)  = (/?a  —w®'»  /?3  — "3)  = 

{Pz  “•"3»  /?i—wi")=0, 

qui  ont  lieu  en  vertu  du  Théorème  IV  du  §.  17. 

Les  équations  (y)  sont  de  même  forme  que  les  équations  (a), 
à cela  près  qu'elles  renferment  un  moindre  nombre  de  variables; 
on  pourra  donc,  par  la  méthode  exposée  ci-dessus,  déterminer 
une  intégrale  commune  à deux  quelconques  d’entre  elles.  Sup- 
posons que  l’on  ait  ainsi  trouvé  une  fonction 

^ (/^4»  * * » ^3>  * • » 


qui,  mise  à la  place  de  /s,  satisfasse,  par  exemple,  aux  deux 
premières  équations  (y).  Quoique  la  quantité  n’entre  pas 
comme  variable  dans  ces  deux  équations,  elle  est  toutefois  ren- 
fermée dans  leurs  coefficients;  nous  pouvons  donc  admettre  sa 
présence  dans  la  fonction  <P. 

Substituons  Q k dans  la  troisième  équation  (y);  substi- 
tuons de  nouveau  le  résultat  de  cette  substitution  à la  place  de 
dans  la  même  équation,  et  ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  de 
cette  manière  la  suite  des  fonctions 

(Pa— “a.  = (Pa— “a.  (Pa-^a.  9ic-i)  = 0k,.-, 

qui  seront  des  intégrales  de  la  première  et  de  la  seconde  des 
équations  (y). 

En  effet,  d’après  le  Théorème  I du  §.  17,  en  faisant  d’abord 
A =pi^o)i",  B =zp^-^o}^,  puis  A — Wjj',  B et 

ayant  égard  à la  seconde  et  à la  troisième  des  identités  (yO,  il 
vient 

[Pl—Wi",  (/?3  — W3,  C)]-|-[/?3 OJ3,  (C,  Pi  — W|")]  =s  0, 

— wa',  ipz  — o)^,  C')] -f  [j»3  — W3,  (C,  ^t?a  — "2' )]  = 0, 

identités  qui  ont  lieu  pour  toute  fonction  Cdes  variables  Xi,..,  x„, 
/?«•  En  y faisant  successivement 

C=  O,  Oi, 

et  se  rappelant  que  O est  une  intégrale  commune  des  deux  pre- 
mières équations  (y),  on  obtient  cette  double  série  d’identités. 
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[pï  —wi".  (/?3—  "3»  <^  )]  = 0,  ou  (/?,  ~w,",  (Pi)  = 0, 

(/?3  -ws,  0 )]  = 0,  ou  (;î2— V»  ^i)  = 0; 

[pi  — 0)i',  (P3  — («3,  ^i)]  = 0,  OU  {pi — W|",  (P2)  = 0, 

[/?2— W2'»  ^1)]  = 0,  OU  — ^2)=0; 


qui  démontrent  la  proposition  énoncée. 

Si  la  série  O,  (P],  ^2»**  terme  égal 

à une  constante  on  à zéro,  on  devra  alors  finir  par  obtenir  un 
terme  qui  s’exprime  en  fonction  des  précédents,  puisque  chacune 
des  deux  premières  équations  (y)  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
2n — 6 intégrales  particulières  distinctes.  Soit  Ok  ce  terme,  dans 
l’expression  duquel,  outre  les  quantités  (P,  (Pj,..,  Ok-\,  pourra 
entrer  aussi  la  variable  Posons  donc 

Ok  = F(x^,  O,  (Pi,..,  <Pfc-i), 
k n’étant  pas  plus  grand  que  2n  — 6. 

Puisqu’une  fonction  arbitraire  des  variables  x^,  <P,  ^1,..,  Ok-i 
satisfait  aux  deux  premières  équations  (y),  il  suffit  de  déterminer 
sa  forme  de  manière  à satisfaire  à la  troisième  équation  (y)  ; elle 
satisfera  encore  également  aux  deux  premières.  Si  l’on  désigne 
la  fonction  cherchée  par  n,  on  trouve,  pour  la  déterminer,  Téqua* 
tion  linéaire  ^ 


{P3-<«3,  0®+  ®20^+-  +'^0^_l-®’ 

dont  l’intégration  se  ramène  au  système  d’équations  simultanées 

dx^  dO dOi  _ _ dOk-^i 

~r  ~F~  ’ 

ou  à l’équation  d’ordre  k à deux  variables 


= F(X3y  (P, 


dO 


d^-^O 
— 1^' 


dx^  ' dx^*  " ' dx^^ 

En  déterminant  une  de  ses  intégrales  premières 

d^-^Q 


d0 

et  y substituant  les  valeurs 

dO 

^3 


^(^3,  O,  rf---  ^^,)  = const.. 


dx^  ’ 


d^O 


Oa»  • • • 
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on  obtiendra  la  valeur  cherchée 

7tz=:  (P,  (Pi,..,  <P*-i) 

de  la  fonction  qui  satisfait  à l’ensemble  des  équations  (y). 

Si  dans  l’égalité  Qk=  F,  l’indice  k = lf  la  fonction  F sera  de 
l’une  des  formes 

F(xs,  0)y  F (O),  F(x^)y  F=:const,  F 

Dans  tous  ces  cas,  comme  nous  l’avons  montré  dans  l’art.  77,  la 
méthode  précédente  pour  la  détermiriation  de  l’intégrale  commune 
des  équations  (y)  ne  tombe  pas  en  défant;  au  contraire,  son  appli- 
cation se  trouve  simplifiée. 

79.  En  posant  const.  — «3,  on  tirera  de  cette  équa- 

tion une  expression  de  en  fonction  de  Ps,..,  pn,  x^y..,  Xn,  «, 
«1,  «2»  ^3>  soit 

p^  = W4. 

Par  la  substitution  de  cette  valeur  de  p^  dans  les  fonctions  wj", 
‘'^3»  si  l’on  désigne  par  (ùy",  cù^',  co^'  ce  que  deviennent  ces 
fonctions  respectivement,  on  aura  les  valeurs 

Pi  — (Oi'"y  p.i  — 0)2",  Ps  — "3' 

de  pi,  p^y  p^  exprimées  au  moyen  des  mêmes  variables  que  p^. 

Pour  trouver  maintenant  l’équation  = const.  «4,  qui  doit 
donner  l’expression  de  p^  en  fonction  de  pQ^..,  pm  oci,..y  Xn,  il 
faudra  intégrer  le  système  des  quatre  équations  simultanées  linéaires 
aux  dérivées  partielles 

iPi  — wi'".  A)  =0,  (;?2  - «‘i"»  A)  = 

(P3— «3',  A)  = 0,  (P4-  «4»  A)  = Û. 

80.  Mais  l’essence  de  la  méthode  a été  déjà  suffisamment 
expliquée  par  les  développements  que  nous  avons  donnés  sur  la 
marche  générale  de  l’intégration  des  deux  systèmes  (a)  et  (y); 
de  sorte  qu’il  est  maintenant  très -facile  d’étendre  l’application  de 
cette  méthode  au  système  des  quatre  équations  que  nous  venons 
d’écrire,  ainsi  qu’aux  systèmes  d’équations  suivants.  Supposons 
que  de  cette  manière  on  ait  déjà  intégré  n~2  systèmes,  et  qu’il 
ne  reste  plus  à intégrer  que  le  (w— et  dernier.  Soient 
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pn»  ^f})  a, 

fl  (/^2>  * • y P^y  *^1  » • • > ^Tii  u)  = üi , 

«>  «i)  = «2» 


/ii — 2(pn—lj  pn>  X\i  • • ^ A'n»  fln — s)  — Un — 2 

l’équation  donnée  et  les  intégrales  des  n systèmes  déjà  intégrés. 

D’après  la  méthode  d’intégration  précédente,  on  devra  tirer 
de  chacune  de  ces  équations  les  expressions  de  chacune  des 
n — l premières  quantités  de  la  suite 

P\y  P^y  ' * y Pi^ — Ij  Pny  Un — 2 

en  fonction  des  qui  la  suivent.  En  conservant  les  notations 
précédentes,  représentons  ces  expressions  par 

Pi  ~ COj,  j92  = Pn—1  = COn-l. 

Il  faudra  ensuite  porter  les  valeurs  de  pn—i>  pn-2, . . . • , p^, 
fournies  par  les  équations  du  système  précédent,  en  remontant 
depuis  la  dernière,  dans  toutes  ces  équations  jusqu’à  la  première. 
En  conservant  le  mode  de  notation  déjà  employé,  marquons  le 
nombre  des  substitutions  successives,  effectuées  dans  chacune 
des  fonctions  wj,  en  affectant  ces  fonctions  d’un  indice  su- 

périeur correspondant.  On  aura  de  cette  manière 

Pl  = Wl(»-2)^  i»2  = 2=W„_2',  = 

pour  les  expressions  de  Pi,-.>  pn—i  au  moyen  de  pm  Xn, 

«,  «1,...,  a«-2. 

Passons  maintenant  à la  détermination  de  l’équation 

fn — li^P'iit  Xif**f  Xm  Uf  Uji — 2)  — COnst.  — Un — 1, 

d’où  l’on  doit  tirer  pn  en  fonction  de  Xi,,.,,  Xm  u,  «i, ...,  «n-i» 

Pour  cela,  prenons  le  système  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles 

(Pi  A-i)  = 0, 

(;^2  “-W2("-3),  fn-l)  = 0, 


( Pn-1  — wn— 1 , fn-l)  = 0, 

lesquelles,  en  vertu  de  la  formule  (^),  sont  de  la  forme 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre* 
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! 0A_1  . 

e».,  (”-**)  e/n-i 

dfn—\ 

i 

dXn  dpn 

dpn  dXn 

j df 1 

8oj./’‘-3)  8A_i 

8oJ2^^~^^  dfn—X 

(d)  < 5^2 

dXn  dpn 

dpn  dXn 

f dfn-\ 

dojn—1  dfn—1 

\ dXn-l^ 

dXn  dpn 

dpn  dxn 

et  déterminons  leur  intégrale  commune  fn—i.  Les  principes  de 
la  méthode  d’intégration  de  ces  sortes  de  systèmes  d’équations 
ont  été  exposés  ci-dessus  avec  détail;  c’est  pourquoi,  dans  le  cas 
présent,  nous  nous  bornerons  à de  courtes  explications. 

81,  On  commencera  par  déterminer  une  intégrale  particulière 
de  l’une  des  équations  (d).  Si  l’on  choisit  la  première,  on  devra 
chercher  une  des  deux  intégrales  du  système  d’équations  diffé- 
rentielles ordinaires 

dæ^ dxn  dpn 

~T  ■”  _ 

dpn  Bxn 

Soit  ^ = const.  cette  intégrale,  | étant  une  fonction  des  va- 
riables pn,  Xi,  Xn,  et  pouvant  contenir  Xn-i  comme  con- 

stantes. Substituons  cette  fonction  à la  place  de  fn—i  dans  une 
des  autres  équations  (d),  dans  la  seconde,  par  exemple,  et  sub- 
stituons de  nouveau  le  résultat  à la  place  de  fn—i  dans  la  même 
équation.  Nous  aurons  de  cette  manière 

(p^-OJ^in-S)^  I)  ^ == 

Si  I'  s’exprime  en  fonction  de  x^,  ^3,....,  Xn,  l’intégrale 
commune  des  deux  premières  équations  (d)  sera  déterminée  comme 
intégrale  de  l’équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre 


(r) 


di 

dX2 


entre  les  deux  variables  ^ et  X2>  les  quantités  x^,..,  Xn  pouvant 
y être  considérées  comme  des  constantes.  Dans  le  cas  contraire, 
s’exprimera  nécessairement  en  fonction  de  et  de  x^-»  x^,.. 
..,  Xn‘,  alors  l’intégrale  commune  cherchée  des  deux  premières 
équations  (d)  sera  une  des  deux  intégrales  premières  de  l’équa- 
tion du  second  ordre 


flH 
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entre  les  deux  variables  ^ et  puisque  l’on  doit  considérer 
0:3,....,  Xn  comme  des  constantes.  En  outre,  dans  le  second 

membre  de  l’équation,  on  devra  remplacer  par 

Soit 

= const. 

une  intégrale  de  l’une  ou  de  l’autre  des  deux  équations  précé- 
dentes, et  par  suite  une  intégrale  commune  des  deux  premières 
équations  (d).  Si  elle  est  tirée  de  l’équation  du  premier^  ordre 
(^'),  sera  une  fonction  de  ^‘3,..»  Xn\  si  elle  est  tirée  de 

l’équation  du  second  ordre  (^"),  contiendra  en  plus  la  dérivée 

, qu’il  faudra  remplacer  par  la  fonction  ^ . 

Ensuite,  pour  déterminer  une  intégrale  comniune  des  trois  pre- 
mières équations  (d),  formons  les  fonctions 

(iW3 il)  = il'>  (;’3  -«-3<"-^>>  i.o  = 11" 


Actuellement,  ou  s’exprimera  en  fonction  de  x^ . 3 Xn‘,  ou, 
si  non,  s’exprimera  nécessairement  au  moyen  de  li,  ^3,.. 

Xn>  Dans  le  premier  cas,  on  déterminera  l’intégrale  de  l’équa- 
tion du  premier  ordre,  entre  les  variables  et  x^. 


dans  le  second  cas,  on  déterminera  une  des  intégrales  pren»ières 
de  l’équation  du  second  ordre,  entre  les  mêmes  variables. 


t " 
bl  > 


dans  le  second  tnembre  de  laquelle  on  aura  remplacé  ^1'  par 

dê, 


Soit 


^2 


const. 


une  intégrale  de  rime  ou  de  l’autre  de  ces  deux  équations,  et 
par  suite  une  intégrale  commune  des  trois  premières  équations 
(d).  Si  elle  est  tirée  de  l’équation  du  second  ordre,  alors  dans 


la  fonction  ^2  substituera  à la  place  de 


dx^' 


De  même,  au  moyen  de  ^2»  déterminera  une  intégrale 
comnunie  ^3  des  quatre  premières  équations  (d);  et  ainsi  de  suite. 
Supposons  que,  en  contirmant  ce  calcul,  nous  ayons  déterminé 
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UDe  intégrale  commune  ^«—3  des  n —1  premières  équations  (d)  ; 
pour  déterminer  enfin  une  intégrale  commune  de  toutes  les  équa- 
tions de  ce  système,  calculons  les  fonctions 

(/?„_! -Wra—l,  èra-3)  = , (/?«-!  — Wn-1, 

L’intégrale  commune  cherchée  du  système  d’équations  (ô)  se  trou- 
vera par  l’intégration  de  l’équation  du  premier  ordre 

dXn-\  ~ ’ 

si  ^n-3'  est  une  fonction  de  ^«-3,  Xn-\,  Xn\  dans  le  cas  contraire, 
ce  sera  l’une  des  deux  intégrales  premières  de  l’équation  du  se- 
cond ordre 


àP‘ln-%  ^ „ 

dXn-X^  ~ ’ 

OÙ  ^n-z'  sera  nécessairement  une  fonction  de  ^«-3,  3 Xn-i, 

Xn,  dans  laquelle  on  remplacera  ^«-3^  par  . Il  est  clair, 

en  outre,  que  Xn  devra  être  considéré  comme  une  constante  dans 
les  deux  équations.  Soit  donc 

fn-i  = const.  = ün-l 


une  intégrale  de  l’une  ou  de  l’autre  des  deux  équations  précé- 
dentes, et  par  suite  une  intégrale  commune  des  équations  (d).  Si 
elle  est  tirée  de  l’équation  du  second  ordre,  on  devra  alors  y 


remplacer  de  nouveau 


d'in-Z 

dXn-1 


par  ^n-z'- 


82.  Après  la  détermination  de  l’équation  fn—i  = Un-is  le 
problème  s’achève  de  la  manière  suivante.  Tirons  de  cette  équa- 
tion la  valeur  de  pn  en  fonction  de  x^,..,  Xn,  a,  Oj,..,  an—i,  et  soit 


Pn  — - Wft 


cette  valeur.  En  la  substituant  dans  les  fonctions  ojn-\, 

que  nous  désignerons,  après  la  substitution,  par 
nous  aurons 


{p)  p^  z=z  Wi(«~l),  pn-\  = 0)n-l' , Pv  ~ ojn, 

pour  les  expressions  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  cher- 
chée Z au  moyen  des  variables  indépendantes  x^ , Xn  et  des 

n — ] constantes  arbitraires  o, Ces  expressions,  d’après 
la  méthode  même  qui  a servi  à les  déterminer,  doivent  remplir 
nécessairement  les  conditions  d’intégrabilité  de  la  forme 
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dpi  ___  dph 

dxk  dxi  ’ 


pour  toutes  les  valeurs  de  i et  de  k prises  dans  la  suite  des 
nombres  1,  2,..,  n.  En  les  substituant  donc  dans  la  formule  gé- 
nérale de  la  différentielle  de  la  fonction  cbercbée 

dz  = j)^dxi  -{^p^dx^  + . . • + pndxn , 


on  aura 


dz  = Wj  dXi  -f  (juj^dXn- 

En  intégrant  cette  équation,  on  obtient 

2 =/(wi(”“Oc?^j  + . . • + f^ndxn)  + «n, 

pour  l’expression  cherchée  de  la  fonction  z des  variables  indépen- 
<lantes  .Tj,...,  Xn,  renfermant  n constantes  arbitraires  «j,...,  ««; 
c’est -à* dire  pour  l’intégrale  complète  du  problème,  de  laquelle, 
par  la  variation  des  constantes  arbitraires,  on  pourra  déduire  l’in- 
tégrale la  plus  générale. 

83.  Nous  avons  avancé  tout  à l’heure  que  les  expressions 
{p)  des  dérivées  partielles  d’après  la  manière  même 

dont  elles  ont  été  trouvées,  doivent  satisfaire  aux  conditions  d’in- 
tégrabilité  {q).  Démontrons  cette  proposition. 

Les  expressions  {p)  sont  tirées  du  système  d’équations 
H{Xi,.,,  Xn,  Pi,..,  Pn)  = «, 
f l (^1  > • • .»  OOfii  • • » Pnt  O)  — Uj  , 

P^i*’i  Pm  fl,  <ï|)  “ ^2? 


fn — 1 (^1 J • • • J Xlfiy  Piii  fl>  On — 2)  — (l-n — 1* 

En  substituant  la  valeur  de  a,  déterminée  par  la  première  équa- 
tion, dans  toutes  les  autres  équations;  puis  la  valeur  de  u, , dé- 
terminée par  la  seconde  équation,  dans  toutes  les  suivantes,  et 
éliminant  de  même  les  constantes  an—‘iy  les  premiers  mem- 
bres fl,  fn—i  des  équations  précédentes  deviendront  des 

fonctions  des  seules  variables  Xi,  ,,,  Xn,  pn,  et  nous  les 

désignerons  respectivement  par  Hi,  Hn-\»  Nous  aurons 

ainsi,  au  lieu  du  système  précédent,  cet  autre  équivalent 

{h)  H = a,  Hi  = «1 , = a^i  • . , Hn—\  fifn—i* 

11  est  évident  que  du  système  {h)  on  déduira  les  mêmes  va- 
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leurs  de  pi,,.,  pn  que  du  système  (/’);  donc,  en  vertu  du  Théo- 
rème 11  du  §.  17,  il  suffira  de  démontrer  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  {h)  vérifient  identiquement  la  condition 

(a)  Hk)  ~ 0, 

pour  toutes  les  valeurs  0,  1,..,  n — \ attribuées  aux  indices  i et 
k:  alors  la  proposition  en  question  sera  établie. 

84.  Démontrons  d’abord  que  les  premiers  membres  des  équa« 
-tions  (/’)  vérifient  identiquement  la  condition 


(6)  {fu  fk)  = 0, 

pour  les  mêmes  valeurs  de  i et  de  k,  en  supposant  en  outre 

En  effet,  les  n — 1 systèmes  d’équations  simultanées,  dont 
l’intégration  nous  a fourni  les  équations  (/*),  sont,  comme  nous 
l’avons  vu,  des  conséquences  immédiates  des  w — 1 autres  sys- 
tèmes d’équations  simultanées  données  au  §.  20,  et  dont  le  type 
général  est 

(c)  (pi-pi  — ojî-pi,  pk^i  — = 0, 


ou,  en  supposant  i<,k, 

8wj.pi  m=^l  gw^pi  d(Ok-\-l 

dxk-^l  m=i+2  ^Pm 

(c) 

^ m=k-t-2  \ ^Pm  ^pm  ^Xm  J ~ 


Par  conséquent,  les  intégrales  des  deux  systèmes  en  question 
sont  fournies  par  les  mêmes  équations  (/*).  En  prenant  donc, 
parmi  ces  dernières,  deux  équations 

Xm  Pi-\-y.3»*>  Pns,  ttj— i)  ili, 

fk{Xi,..,  Xn>  Pk^l,,*,  Pn,  «!,..>  ak-l)  =:  ük, 

et  tirant  de  la  première  la  valeur  de  pi^\  en  fonction  de  pi-\.2,,. 

Pn,  Xi,,.,  Xn,  et  de  la  seconde  la  valeur  de  pk^i  en  fonction 
de  pk^2,»*,  Pn,  ^1»..,  Xn‘,  si  l’on  désigne  ces  valeurs  respective- 
ment par 

/îi+l  = wi-f  1 , pk^l  = wfc-pi, 

la  substitution  de  ces  valeurs  des  fonctions  wjq-i,  ^A-fi  réduira 
l’équation  (c*)  à une  identité.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cette 
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dernière  n’est  autre  chose  que  l’équation  (6)  écrite  sous  une  autre 
forme.  En  effet,  si  l’on  met  dans  l’équation  fi— ai  la  valeur 
pi^i  — oji^i,  et  dans  l’équation  fk  ==  ak  la  valeur  pk+i  = on 

changera  ces  équations  en  identités.  En  désignant  donc  par  t 
une  des  variables  qui  entrent  dans  oji^i  et  dans  «ojt-i-i,  et  diffé- 
rentiant  les  identités  en  question  par  rapport  à cette  variable, 
il  vient 


dfi  0wi-fl  _ __  ^fk  ^ 

cpi^i  dt  ~ dt’  dpk+i  dt 


Si  donc  on  multiplie  l’égalité  (c)  par 


dfi  Bfk 
dpi-i-i  dpk^i 


on  trouve 


iâ  M.  . “F  ^ = 0. 

mz=i^l  dpm  dXm  ni—k-^l  \dXm  Bpm  Bpm  BXm) 

Or  cette  dernière  équation  n’est  autre  chose  que  le  développe- 
ment de  la  condition  qui  était  écrite  symboliquement  sous  la 
forme  (6). 


85.  Enfin,  pour  démontrer  que  les  conditions  (a)  sont  satis- 
faites dès  que  les  conditions  (6)  le  sont,  il  suffit  de  remarquer 
que  les  premières  s’expriment  sous  forme  linéaire  au  moyen  des 
secondes.  En  effet,  d’après  ce  que  nous  avons  expliqué  plus  haut 
sur  le  passage  des  équations  {f)  aux  équations  {h),  on  a 

Hi  —fi{Xi,..,  Xn,  Pny  H,  Hi-l), 

Hk  — fkipCi,,,,  Xn,  Pm  H,  Hk-l). 

Cette  remarque  faite,  démontrons  d’abord  qu’une  expression  de 
la  forme  {fi,  Hk)  s’exprime  sous  forme  linéaire  au  moyen  des 
fonctions  qui  forment  les  premiers  membres  des  équations  {b). 
Car,  d’après  la  formule  (8)  du  §.  16,  on  a 

Ui>  m = (fi,  (fi,  Hw) 

où  l’on  suppose  évidemment  k'  <i,k. 

En  appliquant  la  même  formule  au  développement  de  {fu  H k’)» 
nous  l’exprimerons  au  moyen  de  {fûfk')  et  de  {fi,  Hk"),  où  kf' <^k\ 
En  continuant  de  la  sorte  nous  exprimerons  finalement  [fi,  Hk\ 
sous  forme  linéaire,  au  moyen  de 


ifi,  fk),  {fi,  fk^  {fi,  fk^),^.,  {fi.  fo)  = (fi.  H), 
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et  comme,  en  vertu  de  (6),  ces  dernières  quantités  sont  identi- 
quement nulles,  il  s’ensuit  de  là  que 

(d)  [fi,  = 

pour  toutes  les  valeurs  0,  1,  2,..,  n — 1 des  indices  i et  k. 


De  plus,  en  vertu  de  la  formule  (5)  du  §.  16,  on  a 

k»=k-i 

(Hi,  Hk)  = (fi,  fk)  + ^ {fu  HkO^' 


fc'=0  ' 

i'=î-l  k':^k—l 


Or,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (d) , les  trois  premiers  termes 
du  second  membre  de  l’équation  précédente  se  réduisent  à zéro; 
par  conséquent,  (Hi,  Hk)  s’exprime  linéairement  au  moyen  des 
symboles  {Hif,  Hk>)>  dans  lesquels  k!  <^k.  En  continuant 

ainsi,  on  exprimera  finalement  {Hi,  Hk)  sous  forme  linéaire  au 
moyen  des  expressions  qui  forment  les  premiers  membres  des 
égalités  (6)  et  (jl),  et  qui  sont  identiquement  nulles.  On  a,  par 
conséquent, 

{Hu  Hk)  = 0 

pour  toutes  les  valeurs  de  i et  de  k prises  dans  la  suite  des 
nombres  0,  1,  2,..,  n — 1. 


86.  Le  mode  de  démonstration  qui  vient  de  nous  servir  pour 
établir  le  théorème  précédent,  peut  s’employer  absolument  de 
même  pour  faire  voir  que,  si  toutes  les  fonctions  qui  forment  les 
premiers  membres  des  équations  (/*),  prises  deux  à deux,  vérifient 
ridentité 

' {fu  fk)  = 0, 

cette  identité  subsistera  lorsqu’on  remplacera,  dans  l’une  des 
fonctions  fi,  fk,  ou  dans  toutes  les  deux,  une  ou  plusieurs  des 
constantes  arbitraires  qui  y entrent  par  les  fonctions  qui  leur  sont 
égales  en  vertu  des  équations  (/’);  ou,  plus  généralement,  cette 
identité  subsistera , quelque  transformation  que  l’on  ait  fait  subir 
aux  fonctions  fi,  fk  en  vertu  des  équations  (/*). 


§.  22. 

87.  Pour  apprécier  la  valeur  théorique  de  la  méthode  d’inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  que 
nous  venons  d’exposer,  on  ne  peut  pas  se  dispenser  de  prendre 
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en  considération  la  question  suivante:  Combien  y a-t-il  en  tout 
d’intégrations  à effectuer  pour  obtenir  l’intégrale  complète,  dans 
le  cas  de  n variables  indépendantes,  quand  la  fonction  inconnue, 
qui  en  dépend,  n’entre  dans  l’équation  donnée  que  par  ses  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre? 

La  méthode  de  Jacobi  conduit  successivement  à différents 
systèmes  d’équations  simultanées  de  la  forme 

dy  _ _ du 

F{x,  y,,.,  ti)  ~ f{x,  y,.,,  ü)  ~ . cp{x,  y,..,  u)" 

dans  lesquels  le  nombre  des  variables  x,  y,.,.,  u s’abaisse  gra- 
duellement; et  elle  n’exige  pas  l’intégration  complète  de  ces  équa- 
tions, mais  seulement  la  détermination  d’une  intégrale  de  chaque 
système.  En  général,  la  difficulté  de  satisfaire  à cette  condition 
dépend  de  l’ordre  de  l’équation  à intégrer,  lequel  se  détermine 
d’après  le  nombre  des  constantes  arbitraires  introduites  par  l’in- 
tégration complète  d’un  système  de  la  forme  (a:),  et  par  suite  est 
égal  au  nombre  des  variables  x,  u,  diminué  d’une  unité. 

Les  systèmes  de  la  forme  («),  qui  se  rencontrent  dans  la  mé- 
thode de  Jacobi,  se  divisent  en  principaux  et  auxiliaires. 
Les  premiers  sont  chacun  d’un  ordre  complètement  déterminé, 
non  susceptible  d’abaissement,  tandis  que,  pour  les  seconds,  on  ne 
peut  indiquer  d’avance  que  la  limite  supérieure  à laquelle  leur 
ordre  peut  s’élever. 

Pour  faire  comprendre  la  distinction  entre  les  systèmes  prin- 
cipaux et  les  systèmes  auxiliaires,  il  suffit  de  montrer  un  système 
appartenant  à chacune  de  ces  deux  classes.  Dans  le  paragraphe 
précédent,  nous  avons  vu,  par  exemple,  que,  pour  déterminer  la 
fonction  /2>  devait  satisfaire  simultanément  aux  deux  équations 

(«)  (Pi  — "i'.  /à)  = (Pa— ^'"2.  U)  ~ 0, 


il  fallait 
quations 

trouver  une  des 

intégrales  de  l’un  des 

systèmes  d’é- 

dxi 

1 

1 

efl 

"5^ 

1 

« 

»§• 

1 

8 

dpn 

T 

II 

1 

CO  I 

1 

do)i  ' B(/Ji  ' 

^Pî 

dpn 

8xn 

dx2 

dxn  dp^ 

_ dpn 

~r 

~~  0W.2  ’ ’ 

doj2 

dp„  8x3 

ÔW2 

dx„ 

qui  sont 

chacun  de  l’ordre 

n — 4,  cet  ordre  ne 

pouvant  être 

flux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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abaissé.  Ce  système  et  les  systèmes  analogues  sont  dits  prin- 
cipaux. 

Lorsqu’on  a trouvé  une  intégrale  ç)=const.  de  l’un  des  sys- 
tèmes (6),  du  premier  par  exemple,  on  obtient  alors,  en  substi- 
tuant cette  intégrale  dans  la  seconde  équation  (a),  une  série  d’in- 
tégrales du  premier  système  (6), 

qj  = const.,  qjj  = const.,..,  = const., . . . 

Mais  comme  le  nombre  des  intégrales  distinctes  qu’admet  ce 
système  est  égal  à son  ordre  2??,  — 4,  il  faudra  nécessairement  que, 
dans  la  série  q?,  q?i,..,  on  rencontre  une  fonction  qui  s’exprime 
au  moyen  des  précédentes.  Supposons  que  g)i  soit  la  première 
qui  soit  dans  ce  cas;  son  indice  ^ ne  devra  pas  surpasser  2w  — 4* 
Nous  pourrons  alors  écrire  immédiatement  le  système  d’équations 
, dx2 dcp  dcpi-i 

( C)  — jj  — — . . . — - — , 

1 (Pi  cpi 

qui  sera  de  l’ordre  i,  et  dont  une  des  intégrales  sera  la  valeur 
cherchée  de  /jj. 

Le  système  (c)  est  dit  auxiliaire;  tout  ce  que  l’on  sait  sur 
ce  système,  c’est  que  son  ordre  i ne  peut  pas  être  plus  élevé 
que  l’ordre  %i — ^4  des  équations  principales  correspondantes 
(6).  Mais  il  est  clair  que  l’ordre  de  ce  système  peut  être  infé- 
rieur à cette  limite,  et  qu’il  doit  varier  généralement,  quand,  au 
lieu  de  l’intégrale  q)  = const.,  on  prend  une  autre  intégrale  du 
premier  système  (6),  ou  bien  une  intégrale  du  second  système  (6). 

88.  D’après  ce  que  nous  venons  d’expliquer,  il  est  mainte- 
nant facile  de  répondre  à la  question  posée  au  commencement  de 
l’art,  précédent,  en  nous  plaçant  dans  le  cas  le  plus  désavan- 
tageux, c’est-à-dire  dans  celui  où  tous  les  systèmes  auxiliaires 
sont  de  l’ordre  le  plus  élevé  possible. 


Dans  ce  cas,  d’après  ce  qui  a été  vu  au  paragraphe  précé- 
dent, la  méthode  de  Jacobi  exige  la  détermination  d’une  seule 

71  (w  — 1 ) 

intégrale  de  chacun  des ^ systèmes  d’équations,  dont  il  y a 

] de  l’ordre  2w  — 2,  servant  à déterminer  la  fonction  f\. 


2  2w  — 4, /2, 

3  2w  — 6, /g, 


i 2/1  — 2i, fi, 

n — l 2, /„_! 
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Remarquons  d’ailleurs  que  le  cas  le  plus  défavorable,  sup- 
posé dans  ce  tableau,  ne  se  rencontre  pas  d’ordinaire  dans  les 
applications,  l’ordre  des  équations  auxiliaires  étant  le  plus  souvent 
moindre  que  la  limite  supérieure.  Pour  ce  qui  est  du  nombre 

fl  {il  — “ 1 ) 

total  ^ des  intégrales  exigées,  lequel,  étant  un  nombre 

triangulaire,  croît  assez  rapidement  avec  le  nombre  n des  varia- 
bles indépendantes,  on  peut  faire  à ce  sujet  les  remarques  sui- 
vantes. Le  problème  qui  nous  occupe  est,  par  sa  nature  même, 
indéterminé,  et  la  théorie  de  Jacobi  présente,  à chaque  phase 
du  développement  du  calcul,  une  latitude  considérable  dans  le 
choix  de  l’équation  dont  on  doit  déterminer  une  intégrale  pour 
faire  faire  au  calcul  du  problème  un  pas  en  avant.  D’après  cela, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  peut  choisir  des  équations  dont 
les  intégrales  se  présentent  d’une  manière  évidente  ; de  sorte  que 

le  total  général  y jj  des  intégrations  se  réduit  à un  nombre 

beaucoup  moindre  d’intégrations  à effectuer  réellement. 

89.  Pour  montrer  une  application  de  la  méthode  de  Jacobi 
sous  la  forme  exposée  dans  le  paragraphe  précédent,  et  pour 
donner  en  même  temps  un  exemple  des  simplifications  que  nous 
venons  d’indiquer,  traitons  encore  un  cas  particulier. 

Soit  l’équation  du  premier  ordre 

+ (4(0  + 5o)  + (3(0  + 2b)  = 0, 

aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  z des  variables  indépendantes 
t,  U,  V,  w,  y. 


Introduisons  les  notations 

y =.  .7;j,  10  ~ V — U ~ X/^,  t = X^y 

dz  Sz  dz 

dz 

et  tirons  de  l’équation  proposée  la  valeur  de  ou  pi^  que  nous 
représenterons  par  w, . Nous  auroi»s 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre* 
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Pour  obtenir  les  quatre  équations 

A(P2»  Ps»  P4>  Pô»  «!»••»  ^ô)  = «1» 

P4»  Pô»  "^l»**»  ^’ô»  ®l)  ~ ®2» 
fs^P^*  Pô»  ^1»**>  ^ô»  ®1»  ^2)  ^3» 

/^(Pô»  ^l»**»  ^ô»  ®l»  ®2»  ^3)  ^4» 

(«1,..,  «4  désignant  des  constantes  arbitraires),  qui,  jointes  à la 
proposée,  doivent  fournir  les  valeurs  de  Pi,..,  Ps  pour  lesquelles 
Pidxi  + ...  p^dx^  deviendra  une  différentielle  exacte,  il  faut, 
d’après  la  théorie  que  nous  avons  exposée  procéder  comme 
il  suit: 

On  déterminera  la  fonction  fi  comme  intégrale  particulière 
de  l’équation  linéaire 

{pi—«n,  fi)  = 0, 

c’est-à-dire  comme  intégrale  du  système  d’équations  différentielles 
ordinaires 

dxi  _ dx2  __  _ dx^ ^2  _ dp^ 

1 doji  * ’ * 9wj  ôwj  * ” ôwj 

dp2  Sps  ^^2 

au  moyen  desquelles  on  trouve 

7 d{p2—pz)  d{p2—pz) 

^ — (P2— P3)  ’ 

dx2  Bx^ 

ce  qui  donne  immédiatement,  en  intégrant, 
fl  = (P2-P3)e\  = a,. 

En  tirant  de  là  la  valeur  de  p2*  que  nous  désignerons  par  wj, 
et  la  portant  dans  l’expression  de  oj^ , qui  devient  après  la  sub- 
stitution ojj',  il  viendra 

P2  = P3  + = W2»  Pi  = w/. 

La  fonction  devra  être  déterminée  comme  intégrale  parti- 
culière des  équations  linéaires  simultanées 

(P2  — ‘'^2>  A)— 0,  (Pi— w/,  f2)  — 0. 

L’intégration  de  la  première  de  ces  équations  se  déduit  du  sys- 
tème d’équations 
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dxs 

dX4 

dx^ 

_ dp4 

— JT!l 

B0J2 

Bo^2 

B0J2  ” 

B0J2 

B0J2 

~ Sps 

8/>4 

1 

f’ 

1 

Bxa 

Bx4 

0^5 

L’équation 

àpz  _ B(^  _ ^ 

(1^2  ~~  Bx^  ~ 

donne  l’intégrale 

(p  = = const. 

En  la  substituant  à dans  la  seconde  des  équations  linéaires 
précédentes,  il  vient 


Or  = 0;  donc 


Boji'  Boji  Bojy 

Boj2 

(Pi  9^1  — 0^^  0^.^  + 0^^^  0^^* 

(Pi=z—  2/?3  — 5/?3  = — 7g)  — 


Donc,  en  vertu  du  paragraphe  précédent,  la  valeur  cherchée  de 
la  fonction  ^ s’obtiendra  comme  intégrale  de  l’équation 

+ 795  + -ia,  e-^i  = 0, 

et  l’on  aura 

/a  = (9>  + ¥ «1  = «2- 

Tirant  de  là  l’expression  de  p^=oj^^  et  la  substituant  dans 
oji',  que  nous  désignerons,  après  la  substitution,  par  oji",  nous 
aurons 

Pz  = 026-^^^  — 0)3,  p2=  C02,  Pi  = û)/'. 

La  fonction  devra  être  déterminée  comme  intégrale  des  équa- 
tions linéaires  simultanées 

iPi  — fz)  = 0,  {p2  - 002,  /s)  = 0,  {pi  — w/',  Q = 0. 

L’intégration  de  la  première  de  ces  équations  se  ramène  à celle 
du  système  d’équations 

dx^ dx^  dx^  __  dp  il  dp^ 

1 Bcog  Bcûs  ~~  Bcùs  ~~  Bcû^ 

Bp^  Bp^  Bx4  Bxq 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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L’équation  = 0 donne  l’intégrale 


i])  ■=.  — const. 


En  la  substituant  dans  la  seconde  des  équations  linéaires  précé- 
dentes, on  trouve  identiquement 


En  substituant  'tfj  au  lieu  de  dans  la  troisième  de  ces  mêmes 
équations,  il  vient 


(Pi  - «i".  f) 


___ 

dXa. 


. ^«2 
a cause  de  ô — 


dco^ 

0^4 


0,  i^=0;  d’où 


Pb- 


En  substituant 


maintenant  ipi  à dans  la  même  équation,  il  vient 


dœt" 


dcûj 


(Pl—C0l>  '^l)  = '*^2  = — -0— = - ~ -P3)P5  i- 


pji 

P4 


‘.—  aie 


lpj2 


Par  conséquent,  la  fonction  cherchée  /"^  s’obtient  comme  intégrale 
première  de  l’équation  du  second  ordre 

dtfj  1 /dip  Ÿ rk 
dxi^^  ^ dxi  '\\)\dxi) 

Si  l’on  multiplie  le  premier  membre  de  cette  équation  par  le  facteur 
dxi  : f on  le  transforme  en  une  différentielle  exacte,  dont  l’inté- 

grale donne  une  intégrale  première  de  l’équation,  et  par  suite  on 
a la  valeur 


fs  = *og 
d'IP 


dltp 

dxi 

<1/; 


— üie-^n  = const. 


En  y remplaçant  par  'ipi,  on  trouve 


^3  = log  ^ — = log  ( — 

Tirons  de  la  valeur  p^  — a^,  et  substituons -la  dans  Wi",  qui 
devient  alors  cof".  On  a 
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= e-  <iomt.—aie  .p^  ~ «36“®!®  **  . = W4. 

Ps  = «3>  Pa  = «a»  Pi  — “i'"* 

On  déterminera  la  fonction  comme  intégrale  commune  des 
équations  linéaires  simultanées 

iPi  — «4,  f^)  = 0,  (/73  — W3,  f^)  = 0, 

(/?2  — G>2,  A)  = 0,  (/?!  — W/",  A)  = 0. 


L’intégration  de  la  première  de  ces  équations  dépend  du  système 

dxj^ dx^  _ dp^ 

1 00)4  “ 00)4 

0/)5  00^5 


dont  une  des  équations 


dp&  _ (J 

dx/^  0^5 


a pour  intégrale 

6 — p^z=.  const. 

Substituant  cette  expression  au  lieu  de  dans  les  autres  équa- 
tions linéaires,  les  résultats  de  la  substitution  dans  la  seconde 
et  dans  la  troisième  se  réduisent  identiquement  à zéro,  et  la  qua- 
trième donne 

(P.  - e)  = -g^-  = - (P,  - P3)  ^ 

1 

= — a.e-^^e ‘.0  = Bt. 

«3 

• Donc  la  valeur  de  A ®cra  déterminée  comme  intégrale  de  l’équation 

Xfl  I 

d’où  l’on  conclut 


1 /» 

A = log^  — «iC*"*!  -| / c®ï®  * dxi  = const. 

dzJ 


De  là  résulte 
P5 


= «4^6®!®  dx^ 


et  par  suite 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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=z  a^a^e 


on  a,  de  plus, 

7r  . 

p^  = «2  2 «1 > 

et  enfin 

Pi  ~ — 7 (^2  H"  '^3)  ^ (2^72  ^3)  6 


En  substituant  ces  valeurs  de  pi,,...,  p^  dans  l’expression 
Pidxx  p^dx^,  on  devra  obtenir  une  différentielle  exacte;  et 

en  effet,  en  intégrant  cette  expression,  on  trouve  l’intégrale  com- 
plète du  problème  sous  la  forme 


2 = ^ {2x^ — x^)  e-^t  + «2  (^2  + ^3) 

+ «4  ^«3^4  + H|-  const. 

Nous  nous  bornerons  ici  à cet  exemple  simple,  d’autant  que, 
dans  ce  qui  va  suivre,  nous  considérerons  l’application  des  prin- 
cipes contenus  dans  la  théorie  de  Jacob i à des  questions  plus 
générales,  dont  les  exemples  particuliers  conduiront  à employer 
les  mêmes  méthodes  d’intégration. 


Cîiapître  VI. 

Intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

§.  23. 

90.  La  méthode  que  nous  avons  exposée  ramène  le  pro- 
blème de  l’intégration  d’une  équation  quelconque  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à l’intégration  de  plusieurs  systèmes, 


8* 


122 


Imschenetshy:  Sur  V intégration  des  équations 


de  forme  particulière,  d’équations  linéaires  simultanées  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  compatibles  entre  elles.  Jacobi 
ne  s’est  pas  occupé  de  la  question  générale  de  l’intégration  de 
plusieurs  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  prenïier 
ordre  et  de  forme  quelconque;  mais  il  s’est  borné  au  cas  parti- 
culier qu’il  a rencontré,  et  dans  lequel,  suivant  la  remarque 
qu’il  a faite  (N o v a m e t h o d u s,  §.  18),  on  peut  employer  pour 
les  intégrations  une  méthode  artilicielle,  fondée  principalement 
sur  le  Théorème  1 du  §.  17.  Et  cependant  il  ne  restait  que  peu 
de  chose  à ajouter  pour  arriver  à la  solution  complète  de  la 
question  générale.  Bour  a montré,  en  effet,  dans  son  Mémoire 
,,Sur  l’intégration  des  équations  différentielles  partielles  du  pre- 
mier et  du  second  ordre^‘  (Journal  de  l’Ecole  Polytech-  | 
nique,  39®  Cahier),  que  l’intégration  des  équations  simultanées 
de  forme  quelconque  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  se  ' 
ramène  très -simplement  à l’intégration  d’équations  simultanées  de 
la  forme  de  celles  auxquelles  Jacobi  a limité  ses  recherches. 

Pour  envisager  d’un  point  de  vue  commun  les  question  de  I 
l’intégration  d’une  ou  de  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles! 
du  premier  ordre,  revenons  en  quelques  mots  sur  la  signitication 
primitive  du  premier  de  ces  deux  problèmes,  lequel,  d’après  son;  { 
étendue,  forme  un  cas  particulier  du  second,  tandis  que,  d’après  la  J 
méthode  de  résolution,  le  second  est  renfermé  comme  cas  plus’  s 
simple  dans  le  premier.  | ri 

' d 

91.  Une  fonction  inconnue  z des  variables  indépendantes; 
ari,..,  Xn  peut  être  déterminée,  lorsqu’on  donne  les  expressions 
de  toutes  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  d 

dz  dz  ! P' 

8^— P"’  ;■* 

P 

en  fonction  des  variables  indépendantes  Xi,,.,  Xn>  Pour  cela,  il 
faut  seulement  s’assurer  que  les  expressions  données  de 
conviennent  aux  dérivées  partielles  d’une  même  fonction,  c’est-à-  : 
dire  qu’elles  satisfont  aux  conditions 

8pi  _ 

^ ' dxk  dxi* 


pour  toutes  les  valeurs  de  ^ et  de  k prises  dans  la  série  I,  2,..,  n. 

Dans  le  cas  où  ces  conditions  sont  satisfaites,  la  fonction  z 
s’obtient  en  intégrant  l’expression  de  sa  différentielle 

Pidxi  \p2Ax2,  + . . . + pndxif 


m 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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. 92.  Si,  au  lieu  des  valeurs  explicites  de  Pi»..,  pm  ©n  fonc- 

^ tion  <les  variables  indépendantes,  on  donne  n équations 

rj  (3)  £^=.0, 

^ dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  de  oci,..,  Pivj  pn^ 
^ il  existe  alors  des  caractères  analytiques  généraux  pour  recon- 
I naître  si  l’on  peut  résoudre  algébriquement  ces  équations  par 
I rapport  aux  ii  inconnues  Pi,..,  pn,  et  si  les  expressions  de  ces 
^ quantités  vérifient  les  conditions  (l). 

8i  une  ou  plusieurs  des  fonctions  H,  Hi,..,  Hn-x  sont  expri- 
mables au  moyen  des  autres  et  des  variables  Xn..,  Xm  alors  ou 
les  équations  (3)  sont  insuffisantes  pour  la  détermination  des  in- 
connues pi,...,  pn,  ou  elles  sont  contradictoires.  Supposons,  en 
effet,  que  l’on  ait 

Hi=z  (p{Xi,..,  Xn>  H,  Hi,.,). 

En  vertu  des  équations  données,  nous  aurons 

Hi"  q){x^,..,  Xn,  0,  0, . . .)  = 0. 

Si  cette  relation  est  identique,  il  faudra  alors  supprimer  une  unité 
du  nombre  des  équations  données,  qui  deviennent  alors  insuffi- 
santes pour  la  détermination  des  n inconnues  p^...,  pn.  Si  la 
relation  (p  = 0 n’est  pas  identique,  alors  elle  contredit  l’hypothèse 
de  l’indépendance  des  variables  Xi,..,  Xn> 

Nous  avons  établi  plus  haut  (§.  3)  le  caractère  analytique  in- 
diqué par  Jacobi,  et  d’après  lequel  on  peut  toujours  juger  si 
parmi  les  fonctions  Hn—\  il  s’en  trouve  quelqu’une  qui  soit 

I dans  le  cas  de  celle  que  nous  désignions  tout  à l’heure  par  Ht. 

Pour  cela,  en  considérant  Hn—x  comme  des  fonctions  des 

I seules  variables  pi,...,  p»,  on  formera  le  déterminant  fonctionnel 

1 ^JL  ^JL 

1 ^Px  ^Pn 


dfln-x 

0pi  ’ * * dpn 

Si  ^ se  réduit  identiquement  à zéro,  alors  une  ou  plusieurs 
des  équations  = //„_i  = 0 sont  contradictoires  avec  les 

autres,  ou  bien  identiques  avec  les  autres. 

93.  Mais  supposons  que  A n©  soit  ])as  nul  ; alors  se  juésente 


î 

i (4) 
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cette  seconde  question:  les  expressions  de  /?«,  tirées  des 

équations  (3),  satisfont-elles  aux  conditions  (1)? 

Supposons  que  les  valeurs  de  pi,..,  pn,  tirées  des  équations 
(3),  vérifient  les  conditions  (1).  En  remettant  ces  valeurs  à la 
place  de  pn  dans  les  équations  (3),  on  changera  celles-ci 

en  identités.  Si  l’on  prend  deux  des  identités  ainsi  obtenues, 

et  qu’on  les  traite  exactement  comme  nous  avons  traité,  au  §«11, 
les  identités 

Fi —ai,  Fk—aky 

nous  en  conclurons  de  la  même  manière  que  les  fonctions  Hi, 
Hk  doivent  satisfaire  à la  condition 

(5)  {Hi,  Hk)  = 0, 

pour  toutes  les  valenrs  0,  1,..,  n — î des  indices  ^ et  k. 

Réciproquement,  si  les  conditions  (5)  sont  satisfaites,  alors, 
en  vertu  du  Théorème  II  du  §.  17,  nous  en  conclurons  que  les 
expressions  depi,,.,  pn,  tirées  des  équations  (3),  satisfont  à la 
condition  (i);  par  conséquent,  il  n’y  aura  qu’à  les  substituer  dans 
l’expression  (2),  dont  l’intégration  donnera  la  fonction  2 

94.  Remarquons  que  les  conditions  (5)  peuvent  être  satis- 
faites ou  identiquement , ou  en  vertu  de  quelques-unes  des  équa- 
tions données  (3).  Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  qu’au  lieu 
des  équations  données  (3)  on  aurait  pu  prendre  des  équations 
plus  générales,  eu  écrivant  dans  leurs  seconds  membres  des  con- 
stantes arbitraires  à la  place  de  zéro.  Dans  le  second  cas,  on  ne 
pourra  généraliser  de  cette  manière  que  celles  des  équations  (3) 
qui  n’auront  pas  été  prises  en  considération  pour  la  vérification 
des  équations  (5). 

95.  La  question  précédente,  qui  est  entièrement  déterminée. 


*)  Bonr,  dans  son  Mémoire  cite  j)his  haut,  donne  constamment  à 
ia  condition  (5)  le  nom  de  Théorème  de  Lion  ville,  et  ajoute  même 
que  ce  géomètre  à démontré  ce  théorème  dans  le  cours  qu’il  a professé 
en  1853  au  Collège  de  France.  IFantre  part,  dans  le  Mémoire  de 
Donltin:  ,,  Ou  a class  of  diirerential  Equations,  etc  publié  dans  les 
P h i 1 O s O P h t c a l l' r a u s a c t i o n s (1854,  Part  1),  nous  trouvons  ce 
même  théorème  ('rheorem  12,  p.  83)  mentionné  (p.  71)  parmi  les  résul- 
tats notneaux  obtenus  par  rAntenr. 
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devient  indéterminée  si,  au  lieu  du  système  complet  des  n équa- 
tions (3),  on  n’a  qu’un  système  incomplet  de  m équations  entre 
les  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  en  supposant  m<^n.  Le 
cas  de  m =:  1 constitue  le  problème  de  l’intégration  d’une  seule 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Nous  avons 
vu  plus  haut  que  la  solution  de  ce  problème,  considéré  au  point 
de  vue  théorique,  est  toujours  possible,  c’est-à-dire  que,  étant 
donnée  l’équation 

H = 0, 

entre  les  variables  Xm  Pi,-.»,  pn,  on  peut  toujours  déter- 

miner n — 1 autres  équations  entre  les  mêmes  variables, 

Ui  = const.  = Oi,.,,  Hn-\  = const.  = «n-i, 
dont  les  premiers  membres  satisfassent  à la  condition 

{Hi,  Hk)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  0,  1,..,  n — 1 des  indices  i et  k. 

Si  l’on  suppose  maintenant  que  le  nombre  m des  équations 
données  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  soit  plus  grand 
que  l’unité,  on  arrive  alors  à la  question  de  l’intégration  simul- 
tanée de  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Il  est  facile  de  voir  que,  pour  un  même  nombre  de  varia- 
bles indépendantes,  non-seulement  ce  nouveau  problème  n’est  pas 
plus  compliqué  que  le  premier,  mais  encore  il  est  plus  simple; 
et  que  la  théorie  de  la  résolution  du  second  problème  découle 
tout  naturellement  de  la  méthode  de  résolution  du  premier. 

I 96.  La  différence  essentielle  entre  les  deux  questions  con- 
1 siste  en  ce  que,  dans  le  cas  d’une  seule  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  l’intégration  est  toujours  possible,  et 
que  la  théorie  générale  de  cette  intégration  ne  limite  en  rien  le 
choix  de  l’équation  proposée;  tandis  que,  dans  le  cas  où  l’on 
donne  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  elles  n’admettent  une  intégrale  commune  que  lorsqu’elles 
remplissent  certaines  conditions. 

■ En  effet,  si  l’on  choisit  arbitrairement  m équations 

I (6)  ^=0,  //2  = 0,..,  ^ = 0, 

[I  entre  les  variables  Xi,...,  Xn,  Pi».-.,  pn,  il  pourra  exister  entre 
^ elles  deux  sortes  de  cas  d’incompatibilité:  incompatibilité  algé- 
r brique  et  incompatibilité  d’intégration.  Le  premier  cas  a lieu, 
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lorsqu’une  ou  plusieurs  des  fonctions  Hm  s’expriment  en 

fonction  des  autres  et  des  variables  Xn\  alors  une  ou  plu- 

sieurs des  équations  (6)  ou  seront  des  identités,  ou  seront  con- 
tradictoires avec  les  autres. 

Si  les  équations  données  ne  sont  pas  affectées  de  cette  cause 
d’incompatibilité,  il  faut  encore  s’assurer  si  elles  appartiennent  à 
un  système  de  n équations  d’où  l’on  puisse  tirer  pour  pi,..., 
des  valeurs  vérifiant  les  conditions  (1);  c’est-à-dire  s’assurer  s’il 
est  possible  d’obtenir  une  intégrale  satisfaisant  simultanément  aux 
équations  données.  Pour  cela,  il  n’y  aura  qu’à  examiner  si,  pour 
toutes  les  valeurs  1,  2,..,  m des  indices  i et  les  conditions 

(7)  {Bu  Hk)  = 0 

peuvent  être  satisfaites  et  de  quelle  manière  elles  peuvent  l’être. 

97.  Si  les  équations  (7)  sont  satisfaites  soit  identiquement, 
soit  en  vertu  des  équations  données  (6),  alors  l’intégrale  qui  satis- 
fait à chacune  de  ces  dernières,  et  qui  renferme  dans  son  ex- 
pression, outre  les  variables  indépendantes,  n — constantes 

arbitraires,  se  trouvera  par  les  procédés  que  nous  avons  exposés 
en  traitant  de  l’intégration  d’une  seule  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  En  effet,  pour  résoudre  le  problème 
de  cette  manière,  il  suffira  de  compléter  le  système  donné  par 
n — m équations 

(8)  /im+l  — const.  = «1  , //m+2  = COnst.  = «25  * • • 5 

Hn  = const.  = an-m  , 

dont  les  premiers  membres  représentent  des  fonctions  indépen- 
dantes entre  elles  de  Xi,..,  Xn,  pn,  lesquelles  devront  être 

déterminées  de  manière  à satisfaire  à la  condition 

{Hi,  Hk)  ==  0, 

pour  toutes  les  valeurs  ^=l,  2,..,  n,  et  ^ = ?n-f2,..,  n. 

D’après  cela,  la  fonction  Hm^i  peut  être  déterminée  par  la 
méthode  exposée  au  §.  18,  comme  intégrale  commune  du  système 
des  in  équations  linéaires 

(//i,  /7^+i)  = 0,  (74,  77„hi)  = 0,..,  {Hmy  ^m+l)  = 0. 

On  déterminera  de  la  même  manière  les  premiers  membres  des 
autres  équations  (8);  et  ces  équations,  jointes  aux  équations  don- 
nées, feront  connaître  les  valeurs  de  pi,...,  pm  lesquelles  renfer- 
meront n — m constantes  arbitraires.  Par  suite,  l’intégrale  cher- 
chée Z contiendra  n ~ in  -f-  1 constantes  arbitraires. 
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98.  Si  la  méthode  précédente  se  trouve  inapplicable  (dans 
les  circonstances  indiquées  dans  les  Remarques  du  §.  18,  art.  49 
et  51),  ou  si,  pour  d’autres  motifs,  on  veut  ramener  les  équations 
qu’il  faut  intégrer  à contenir  le  moindre  nombre  possible  de  va- 
riables; on  exprimera  alors,  à l’aide  des  équations  (6),  pi,..,  pm 
©n  fonction  de  pn,  Xi,..»  Xn-  Soient 

Pi  = p-i  = Pm=  Cûm 

les  expressions  trouvées. 

Observons  qu’en  vertu  du  Théorème  Ht  (§.  17)  on  doit  avoir 
les  identités 

(9)  (pi  — (au  pk—tok)  ~ 0, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  m des  indices  i et  k. 

Pour  déterminer  ensuite  l’équation 

fl  (pm-\-l»  • ‘ 3 Pîij  Xif  . . J Xji)  — • COnst.  — flj  , 

qui  doit  fournir  la  valeur  pm-\-i=  (am+i»  représentant  une 

fonction  de  pm  x^,..,  Xn,  «i)j  formons  le  système  des 

m équations  linéaires  simultanées 

(Pl  — , /i ) = 0,  ( P2,  (^29  fl)  — 0,..,  (pm  (Onii  fl)  = fli 

OÙ  le  nombre  des  variables  est  2 (n  — m)  T 1*  Leur  intégrale 
commune  pourra  se  trouver,  à l’aide  des  identités  (9),  par  la  mé- 
thode exposée  au  §.  21. 

Ayant  déterminé  la  valeur  = substituons -la  dans 

les  fonctions  Wj,..,  com',  en  désignant  par  coi,..,  com  ce  que  de- 
viendront ces  fonctions  après  la  substitution,  nous  formerons  le 
système  des  m-|-l  équations  linéaires  simultanées 

(/?!  — wi',  Q = 0,  (p2-(a.2,  /i)  ==  0,.., 

(pm  — COm' 9 fz)  — Cû/n-|-i,  f2)  ~ 0, 

entre  2(n — m)—l  variables.  Leur  intégrale  commune  /2  don- 
nera l’équation 

/2(p/n-f-2,  . . J Xi,,.f  Xn9  (^l)  ~ COnst.  — 

d’où  l’on  tirera  la  valeur  de  /îm-|-2.  Et  ainsi  de  suite. 

99.  De  cette  manière,  dans  la  détermination  successive  des 
n — m intégrales  demandées 

/l  — /îa  — f n—m  ~ On— //I, 
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le  nombre  des  équations  linéaires  simultanées  va  en  augmentant 
chaque  fois  d’une  unité,  tandis  que  le  nombre  des  variables  qui 
y entrent  va  en  diminuant  de  deux  unités.  Il  est  évident  qu’en 
procédant  ainsi,  l’intégrale  commune  des  équations  (6)  que  l’on 
obtiendra  renfermera  dans  son  expression  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égal  au  nombre  des  variables  indépendantes,  moins  le 
nombre  des  équations  données  diminué  de  Tunité,  c’est-à-dire  égal 
à n — m 4- 1. 

Une  telle  intégrale  commune  des  équations  (6)  peut  être  ap- 
pelée l’intégrale  complète.  On  peut  former  par  son  moyen 
l’intégrale  la  plus  générale,  renfermant  une  fonction  arbitraire  de 
n — m quantités  variables,  en  se  servant  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires  (§§.2—4). 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  Tintégration  des  m équations 
simultanées  (6),  qui  satisfont  aux  conditions  (7),  se  fait  en  opérant 
exactement  comme  lorsqu’on  veut  achever  l’intégration  d’une  seule 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

/f,  =0, 

après  avoir  déjà  trouvé,  au  moyen  de  cette  équation,  les  m — 1 
équations 

= ^3  = 0,..., 

satisfaisant  aux  conditions  (7),  et  qu’on  demande  de  déterminer 
encore  les  n — m équations  restantes 

= Uj,...,  Hfi  = ttn—m* 

A ce  point  de  vue,  il  est  clair  que  le  problème  de  l’intégration 
simultanée  de  plusieurs  équations  est  plus  simple  que  le  pro- 
blème de  l’intégration  d’une  seule  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  pour  un  même  nombre  de  variables  indépen- 
dantes, puisque  le  premier  n’exige  qu’une  partie  des  calculs  né- 
cessaires pour  la  solution  du  second. 

100.  Examinons  maintenant  dans  quels  cas  les  équations 
proposées  (6)  sont  incompatibles  au  point  de  vue  de  l’intégration, 
c’est-à-dire  n’admettent  pas  d’intégrale  commune;  dans  quelles 
circonstances  il  peut  rester  de  l’incertitude  sur  leur  compatibilité, 
et  comment  on  doit  procéder  alors  pour  obtenir  la  solution  la 
plus  complète  (c’est-à-dire  renfermant  le  plus  grand  nombre  pos- 
sible de  constantes  arbitraires),  si  cette  solution  est  possible. 

Les  équations  (6)  sont  Incompatibles,  si  les  conditions  (7)  ne 
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peuvent  être  satisfaites  ni  identiquement,  ni  en  vertu  des  équa- 
tions données,  ni  en  vertu  des  n — m équations  qui  sont  encore 
inconnues  et  qu’il  faudrait  trouver  pour  compléter  le  système 
donné  (6).  Ce  cas  aura  lieu  évidemment  lorsqu’une  ou  plusieurs 
des  expressions  {Hu  Hk)i  qui  entrent  dans  les  conditions  (7),  se 
réduiront  à des  constantes  quelconques  différentes  de  zéro,  ou  à 
des  fonctions  de^r^,..,  XnyHi,..,  Hm>  ne  s’annulant  pas  en  vertu 
des  équations  données. 

Mais  si  quelques-unes  des  expressions  qui  entrent  dans  les 
conditions  (7)  sont  de  la  forme 

Jtik)  = Hk’)  — Hm{-h 

Hm^i  désignant  des  fonctions  qui  renferment  non -seu- 
lement Xif..,  Xn,  Hnii  mais  encore  pn,  et  qui  ne 

s’annulent  pas  en  vertu  des  équations  données  (6);  alors  on  n’a 
plus  le  droit  d’affirmer  que  les  équations  données  soient  incompa- 
tibles; car  les  fonctions  Hm\\, Hm\^i  peuvent  s’annuler  en 

vertu  de  quelques-unes  des  n — m équations,  encore  inconnues, 
qui  doivent  compléter  le  système  donné  (6). 

Pour  qu’il  en  soit  effectivement  ainsi,  il  suffit  d’admettre  que 
les  équations 

~ 0,  . . , 0 

fassent  partie  des  n~m  équations  inconnues.  Or,  en  ajoutant 
de  cette  manière  au  système  donné  (6)  l nouvelles  équations,  il 
faudra  soumettre  celles-ci  à la  même  épreuve  à laquelle  on  a dû 
soumettre  les  premières,  c’est-à-dire  examiner  de  quelle  manière 
on  peut  satisfaire  aux  conditions 

(Hi,  Hk)  - 0 

pour  les  indices  ^ = l,  2,..,  r/i -f /,  et  ^ = m + 

101.  Le  calcul  des  expressions  qui  entrent  dans  ces  con- 
ditions forme  la  partie  laborieuse  de  la  méthode  que  nous  ex- 
posons; par  conséquent,  il  n’est  pas  inutile  de  remarquer  que  le 
Théorème  I du  §.  17  peut  épargner  une  partie  notable  de  ce  cal- 
cul. Si  l’on  désigne  par  j un  des  nombres  1,  2,..,  ?//,,  on  a,  en 
vertu  de  ce  théorème, 

(/4  {Hi,  ih)]  = -\JJî,  (fh,  rjj)]-[!h,  (fJj, 

par  conséquent,  si,  dans  la  vérification  des  conditions  (7),  on  a déjà 
trouvé  {Uk,  Uj)  = 0y  (/Jj,  /li)  = 0,  il  est  évident,  sans  nouveau 
calcul,  que  l’on  aura  aussi 
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{Hjy  = 0. 

102.  Supposons  qu’en  appliquant  une  ou  plusieurs  fois  le  ‘ 
procédé  que  nous  venons  d’indiquer,  on  ait  ajouté  au  système  ‘ 
donné  (6)  un  certain  nombre  r d’équations.  On  devra  se  trouver  ‘ 

alors  dans  un  des  trois  cas  suivants:  ‘ 

( 

1^.  Le  nombre  -f  r est  égal  à w,  et  les  conditions  I 
{Hi,  Hk)~^  ne  sont  pas  encore  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  I 
1,  2,..,  m-J-r  des  indices  i et  k.  Alors  les  équations  proposées  : 
(6)  ne  pourront  avoir  une  intégrale  commune.  f 

2®.  Le  nombre  m -f  r est  moindre  que  w;  mais  une  ou  plu- 
sieurs des  expressions  qui  entrent  dans  les  conditions  précédentes  y 
se  réduisent  à des  constantes  ou  à des  fonctions  de  Xi,....,  Xn,  ^ 
Hy,..,  Hm^r,  différentes  de  zéro.  Alors  les  équations  proposées  j 
sont  encore  incompatibles. 

3^.  Le  nombre  m-fr  n’est  pas  plus  grand  que  n,  et  toutes 
les  conditions  précédentes  sont  satisfaites.  Alors,  par  la  méthode  i 
exposée  plus  haut,  on  pourra  déterminer  une  intégrale  commune  ^ 
des  équations  (6),  renfermant  n — -m  — r-f  1 constantes  arbitraires.  , 

103.  Après  l’aperçu  que  nous  venons  de  donner  et  qui  ren-  ^ 
ferme  la  théorie  générale  de  la  résolution  des  problèmes  déter»  ^ 
minés  et  indéterminés  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 

il  reste  encore  à compléter  cette  théorie  par  quelques  remarques 
et  à l’éclaircir  par  des  exemples,  ^ 

Nous  avons  considéré  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  c 
premier  ordre  avec  une  certaine  restriction  dans  leur  forme,  savoir, 
en  supposant  que  la  fonction  inconnue  z n’entrait  pas  dans  ces 
équations  par  elle- même,  mais  seulement  par  ses  dérivées  par- 
tielles /?!>.•»  pn-  Si  la  fonction  z entre  elle-même  dans  les  équa-  i di 
tions  proposées,  ce  cas  pourra  se  ramener  au  précédent,  au  moyen  n 
de  la  transformation  indiquée  au  §.  14.  En  effet,  si  l’on  met  l’in-  re 
tégrale  z sous  la  forme  d’une  fonction  implicite  donnée  par  l’é® 
quation 

(a)  Y{xi,..,  Xn,  z)  = I 

ce 

et  qu’on  différentie  cette  équation,  il  vient  j M 

dY  ; 

dxm  qm  dY  dY  \ 

(b)  pm  — - ^ — — ^„+i’  ®"  î'"*  — 9n41  — gj  -Ij 

dz  i * 
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j La  substitution  des  valeurs  de  pm,  pour  m=l,  2,....,  n, 
{ dans  les  équations  données  ramènera  celles  “ ci  à une  forme  telle, 
j qu’elles  renfermeront  les  variables  indépendantes  Æq,..,  Xn, 

Z,  et  les  dérivées  partielles  qn,  de  la  fonction  F,  la- 

quelle n’entrera  pas  elle-même  dans  ces  équations.  Lorsqu’on  aura 
obtenu  une  intégrale  des  équations  transformées,  alors,  en  rejetant 
la  constante  qui  y entre  par  simple  addition  et  égalant  cette  in- 
tégrale à zéro,  on  aura  une  équation  qui  donnera  une  valeur  de 
2 satisfaisant  aux  équations  non  transformées,  d’après  ce  qui  a 
été  démontré  à la  fin  du  §.  14, 

104.  Comme  exemple  d’application  du  théorème  de  Liou- 
ville  ou  de  Donkin  à des  problèmes  déterminés  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  prenons  la  question  géométrique 
suivante: 

Considérons  la  ligne  dont  l’équation  en  coordonnées  polaires  est 

(1)  r = F(sin  6,  cos  6), 

6 étant  l’angle  polaire  et  r le  rayon  vecteur,  et  en  chaque  point 
de  cette  ligne  élevons  une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  cor- 
respondant. On  demande  de  trouver  la  trajectoire  orthogonale  de 
ces  perpendiculaires,  c’est-à-dire  la  courbe  à laquelle  ces  perpen- 
diculaires sont  normales. 

En  prenant  le  pôle  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires X,  y,  et  l’axe  polaire  pour  axe  des  x,  l’équation  d’une  de 
ces  perpendiculaires  sera 

(2)  X cos  0 -}-  2/  sin  0 — F(sin  0,  cos  B). 

L’équation  de  la  trajectoire  cherchée  donnera  y en  fonction 
de  X,  ou  vice  versa.  Les  tangentes  des  angles  que  font  avec 
Taxe  des  x la  normale  à la  courbe  cherchée  et  la  droite  (2)  ont 
respectivement  pour  expressions 

dx  cos  B ^ 

dy^  sin  ’ 

ces  tangentes  devant  être  égales,  l’équation  différentielle  du  pro- 
blème sera 

(3)  s\\\B.dx  — cosB.dy~{). 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu’à  exprimer  sin^  et  cos  61  en  x 
et  y,  au  moyen  de  l’équation  (2),  et  à intégrer  l’équation  à deux 
variables  (3).  Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  quelle  que  soit  la 
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fonction  F,  »m0  et  — cosO  doivent  s’exprimer  en  æ et  y de  telle 
manière  que  la  condition 

0sin0  ôcosO_ 
dy  ^ dx  ~~ 

soit  satisfaite,  d’où  il  s’ensuit  que  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (3)  forme  une  différentielle  exacte.  En  effet,  en  faisant,  pour 
abréger, 

sin  6 = /?,  cos  6 = — <7, 
écrivons  l’équation  (2)  sous  la  forme 

— qx-i-py~F(p,  — g)  = 0, 

équation  à laquelle  nous  pourrons  joindre  encore  la  suivante, 

p^Fq^-l  = 0. 

En  désignant  respectivement  par  g)  et  ip  les  premiers  mem- 
bres de  ces  équations,  il  est  aisé  de  s’assurer  que  la  condition 

dcp  d'IP  Bq)  Bip  B(p  d'IP  Bcp  d'IP ^ 

Wi  w ~ 0^  0^  0^  0^  + 0^^  0^  0^^  0^ 

est  idenfiquement  satisfaite.  Par  conséquent, 

dp  _ dq 
dy  dæ 

Prenons  le  cas  particulier  où  la  fonction  F se  réduit  à une 
constajite  a;  alors  l’équation  de  la  courbe  donnée,  r~a,  représente 
un  cercle.  Le  système  des  perpendiculaires  est  celui  des  tan- 
gentes au  cercle,  et  leur  trajectoire  orthogonale  est  la  développante 
du  cercle.  Les  équatiofis  qui  déterminent  p et  q sont 

— q^  -\-  py—  U — t),  p‘^  q-  — 1 ==  0; 

eu  les  résoivatit,  on  trouve 

ny  F X ■S/'  x^  F y^  — y ^ x^  F y‘^  — 

Partant,  l’équation  (3)  prend  la  forme 

<ty  F xÿ'  I -y^  — — ax  F y ST x*^  F 3/^  — 

x‘^  I-  y^  ^ F 

et  le  premier  membre  de  cette  équation  doit  être  une  différentielle 
exacte.  En  effet,  on  peut  l’écrire  sous  la  forme 


dy  0, 
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ydx  — ydy  {xdx  -f  ydy)  -|-  y‘^— 

x^  + 2/^  a;®  -f  2/^ 


, , X , , d.(x^  + y^  — a^}i  „ 

a . d arctang  -±i ^2+^2 — 


OU,  en  posant 


ÜC 

arctang-  = tj , 

, , uMu  ^ 

adv  + —ir~t — ^ 


Or 


/ 


u^du  , U 

«-a  arctang- 


Donc  l’intégrale  de  l’équation  précédente  est 

U 

av  a arctang  - = const. , 


ou 


a arctang  - + V + 3/^  — « arctang — = const, 

y 


105.  Prenons  maintenant  un  problème  indéterminé  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre.  Supposons  que  l’on  demande 
de  déterminer  l’intégrale  commune  des  deux  équations 


ôz  dz 

X X — X2i  XjTf  X X — Xi  Xa» 
OXi  0X3  ^ 0X9  OXa 


8z  dz 
'2 


En  posant 


dz  dz  dz  dz 

dxi  dx2  8x3  8x4 


nous  écrirons  les  équations  de  cette  manière, 

Bi  = Pi  P3  — x^x^  — 0,  //a  = Pa;?4  — X1X3  = 0. 

Pour  essayer  leur  compatibilité,  formons  l’expression 


0,  —X3 

1 

H 

P 

0, 

~Xi 

— x^,  0 

Pi,  0 

+ 

0,  ;)4 

+ 

Pi. 

0 

+ 

0,  pa 

(Hi,  /r,)  = 

= ^3  Pi  — ^4  P4  + Pi  ~ ^2P2' 

Cette  expression  ne  se  réduit  pas  à zéro  en  vertu  des  équations 
données  ; mais  elle  peut  s’annuler  en  vertu  des  équations  encore 
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inconnues.  Pour  qu’il  en  soit  réellement  ainsi,  supposons  qu’une 
des  deux  équations  encore  inconnues  soit 


Pi  —^2/^2 + ^3^3  — ^4^4  = 0. 

La  condition  , Hq)  est  maintenant  remplie,  et  il  reste  à exa- 
miner si  les  expressions 


0^  Pi  1 

— *^4,  — /?2 

0,  P3 

1 

1 

0,  3^2 

+ 

+ 

0,  — x^ 

P3,  Xi  1 

Pu  ^3 

= — Pi  Ps  + ^2^4  -Pi  Ps  + ^2^4  = — 2^1, 


(H2> 


^3)  = 


—^3»  Pi 

0,  — pa 

~Xi,  2H 

0, 

-P4 

0,  xi 

+ 

4- 

0,  x^ 

/)4,  — ^2 

— X^ 

= — Xiœ^  +P2P4-“^1^3  4 P2P4  = 2^2» 

peuvent  se  réduire  à zéro. 

Or,  il  est  évident  qu’elles  s’annulent  en  vertu  des  équations 
données;  donc  les  équations 


Hi=0,  = ^3  = 0 


sont  compatibles  et  admettent  une  intégrale  commune,  qui  con- 
tiendra dans  son  expression  la  plus  complète  4 — 3 + 1 = 2 con- 
stantes arbitraires.  Passons  à la  détermination  de  cette  intégrale. 

Pour  ramener  au  plus  petit  nombre  possible  de  variables  les 
équations  à intégrer,  résolvons  les  équations  précédentes  par  rap- 
port à 2h>  P2>  Ps-  équations  Bi  =0,  //a  = 0 on  tire 


Pi 


Xi  ^3 

P4  * 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  //g  = 0,  on  obtient, 
pour  la  détermination  de  ^3,  une  équation  du  second  degré  un  peu 
compliquée.  Par  suite,  il  est  préférable  de  calculer  une  de  ses 
racines  (ce  qui  nous  suffira),  de  la  manière  suivante.  Multipliant 
entre  elles  les  équations  données 


il  vient 


Pi  P3  = ^2-^4»  XiX.^  — P2P4» 


Pl^l  •P3^'*^3  = P2'^2  P4^4> 


Pl„^l  _ P4^  _ Pl^l  — P4^4 
P2  ^2  P3  ^3  Pl^l  — P3^3 


d’où  l’on  tire 
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Or,  d’après  l’équation  = 0,  on  a 

donc 


/?4^4 

**3 

Mettant  cette  valeur  dans  l’expression  de  pi , il  vient 

^2^3 


on  a,  de  plus. 


Pi=  — =»,; 

X1X3 

Pour  déterminer  ensuite  l’équation 


/’(P4,  Xi,  .Tg,  ^4)  = const,, 

qui  doit  fournir  l’expression  de  /?4  au  moyen  des  variables  indé- 
pendantes, il  faudra  intégrer  simultanément  les  trois  équations 
linéaires 

(/?1  — «1,  f)  = Ü,  (/?2— <»2»  f)  = 0,  (/?3“-«3»  f)  = 0. 


Les  systèmes  d’équations  différentielles  ordinaires  correspondants 
aux  deux  premières  de  ces  équations  linéaires  sont 

dxi dx^  dp^  dx2,  ___  dx/^  dp^ 

1 X2,x^  0 ^ 1 ^1 573  0 * 

Pi^  Pi 

Par  suite,  l’intégrale  9?  =^4=  const.  sera  commune  aux  deux  pre- 
mières équations  linéaires.  En  la  mettant  dans  la  troisième  à la 
place  de  f,  on  aura 


dWg  /?4  CD 

(p3-<03,  = 


Donc  l’intégrale  commune  aux  trois  équations  linéaires  s’obtiendra 
par  l’intégration  de  l’équation 

dcp  1 _ n 

dx-i  x-i  ^ ’ 


et  sera 


log^j  — logÆ’g  = const.,  ou  ^ = const.  = «. 

x^ 


Par  conséquent, 
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Pi-aXs,  Pi=^>  Pi  = ^’  J»3  = «^4- 

Donc 


Pid^i  + + Psda:^  + p^dx^ 


Xidx^  x^dx^ 
a 


+ a {x^dx^  + x^dx^. 


€01 

(fl 


En  intégrant,  on  tire  de  là  l’intégrale  commune  cherchée  des 
équations  données, 


2 = -f*  otx^x^  -|-  const. 


§.  24. 

106.  Considérons  l’application  de  l’intégration  simultanée  aux 
équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Supposons  que  les  équation  données  soient 

«i^)  p^  -p  «2^^^  /?2  + ••  + ««-i6)  pn-i  + pn  = 0, 

ai^^)pi  + P2  + ••  + Pn-1  + Pn  = 0, 

en  posant 

dz  dz 

et  désignant  par 

rri.n  fonctions  données  des  variables  indépendantes  Xi,..,  Xn- 


Nous  représenterons  les  premiers  membres  de  ces  équations 
de  deux  manières  ; soit  par  les  lettres  correspondantes  Hm» 

soit  par  les  symboles  Ai(z),..,  Am{z)»  Dans  le  second  système 
de  notations,  le  résultat  de  la  substitution  d’une  fonction  quel- 
conque qp  à la  place  de  z dans  la  première  équation,  par  exemple, 
sera  exprimé  par  Ai((p);  le  résultat  de  la  même  substitution  dans 
la  dernière  équation  sera  Am((p)‘ 


lii 

at 


et 

di 


107.  En  admettant  que  les  équations  données  soient  algébri-  fa 
quement  compatibles,  il  faudra  examiner  si  les  expressions  (Hi,  Hk)  jet 
pourront  être  réduites  à zéro  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  m pi 
des  indices  i et  k.  oi 
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Ces  expressions  seront  évidemment  des  fonctions  linéaires 
par  rapport  à Pi,..,  pm  dont  la  forme  générale  s’obtient  aisément 
comme  il  suit.  D’après  la  formule  du  commencement  du  16,  on  a 


{Hu  Hk) 


düi 

Bxi 

a^) 

dxi 


Pi  + ••  + 

dan^^) 

Sxi  P”’ 

Pl  + ••  + 

8xi  P"' 

SOrt— ifi) 

Pl+-  + 

dxn 

Pl  + • • + 

8^-„  ^"->  + 

Bxn  P”’ 

ÔXn 
dui  (*) 


En  groupant  ensemble,  dans  le  second  membre  de  cette  égalité, 
les  termes  qui  contiennent  en  facteurs  communs  les  quantités 

Pi, p„,  et  appliquant  la  notation  indiquée  dans  l’art,  préc., 

il  vient 

(ffi,  ffk)-=[Jk(ai(^^)-^i(ai(^n]pi-l- 


On  voit  par  là  que  les  expressions  (jF/i,  Hk)  se  réduisent  à 
zéro:  1^  en  vertu  des  équations  données,  si  elles  se  réduisent  à 
des  fonctions  linéaires  homogènes  de  quelques-unes  des  quantités 
Hi, . .,  Hm',  2®  identiquement,  si  les  coefficients  de  Pif..,pn  dans 
ces  équations  sont  nuis  séparément.  Si  elles  ne  s’annulent  d’au- 
cune de  ces  deux  manières,  alors,  en  égalant  ces  expressions  à 
zéro,  on  ajoutera  aux  équations  linéaires  données  d’autres  équa- 
tions également  linéaires. 


En  appliquant  pareillement  ce  calcul  aux  nouvelles  équations 
linéaires  que  l’on  vient  de  former,  supposons  que  l’on  ait  ajouté 
aux  équations  données  en  tout  r équations 

i 

Hm-\-\  0,  Hru-\-2i  = 0, . .,  Hm-\-T  P> 

7/1 -|-r  n’étant  pas  plus  grand  que  n,  et  les  conditions  {llu  Hk)  = i) 
étant  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  ///-fr  des  in- 
dices i et  k.  On  pourra,  dans  ce  cas,  trouver  une  intégrale  satis- 
faisant simultanément  aux  équations  données,  et  dont  l’expression 
icomplète  contiendra  //  — m — î’-f-l  constantes  arbitraires,  y com- 
pris celle  qui  y entre  par  simple  addition;  et  de  cette  intégrale 
on  déduira  très -simplement  l’expression  de  l’intégrale  la  plus  gé- 
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nérale,  renfermaot  une  fonction  arbitraire  de  n — m — r fonctions 
données. 

108.  La  marche  du  calcul  de  l’intégrale  complète  a été  ex- 
posée précédemment  dans  un  cas  plus  général  celui  des  équations 
simultanées  non  linéaires,  et  elle  s’applique  ici  sans  modification. 
Pour  montrer  seulement  l’application  de  la  nouvelle  forme  des 
conditions  d’intégrabilité,  prenons  un  exemple  particulier:  Trouver,^ 
s’il  est  possible,  une  intégrale  satisfaisant  simultanément  aux 
deux  équations  linéaires 

Sz  8 8 

= gi  + (<  + ^2/ + ^«)  + (ÿ  + « — 3a:)  = 0, 

~ Ë + 

Pour  essayer  leur  compatibilité,  représentons  par  A(2)  et  ^(2)  1 1 
les  premiers  membres  de  ces  équations,  et  formons  l’expression 


(Æ*.  H,)  = [^(O)-iS(J)] + (})~B(0)] I 

dz 

+ [A(xut+ÿ  — xy)-  + Æy  + xu)]  g- 

8z 

+ ÿ)  — B (ÿ  + M — 3a:)]g|'.  f, 


Les  deux  premiers  termes  sont  nuis;  pour  calculer  les  autres,  on 
trouve 

A (xut — y — xy)  = ut — y {t xy ^u) xt  -f  {y-{-u  — ^x)xu, 
æy-\r  xu)  ^ -f  {xut  + y — xy)  x-\rut  — y, 

A (ut^y)  = {t-\r  xy  -\r  xu)  t {y -Yu--^x)u, 

B{y-\-u  — 3a:)  = 1 + {xut-\-y — xy). 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  coefficients  de  l’expression  pré- 
cédente, on  la  ramène  à la  forme 


(xyt  + fi  + «^  + yu—^xu  + x:y—y  — l)(x^  + g-*). 


Il  est  clair,  d’après  cela,  que  la  condition  Hi)=0  sera  satis- 
faite,  si  l’on  pose 

8z  ^ 8z 
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En  représentant  le  premier  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion par  C (2),  il  vient 

(H„  IJ,)  = [^(O)-Ctl)]  g + [^(O)-C(O)]  J 

n O 

-{■[A{x)  — C(t  + xy^xu)']^  + [A(\)  — C{y-\-u—Zx)'\ 

(H„  ff,)  = [B(0)-C(0)]  g + [B(0)- C(l)]  I 

f [e(x)  — Cixut  + y—Xÿ)] 

Or  on  a 

A (.t)  — ï , C (t  -V  xp  A-  xu)  = x^  -i~  h C(p  A-^  — ==  X, 

^(x)  = 0,  C(xutA-p  — xp)~x^tA-xu,  C (ut — = + 

Donc 

(H„  ^,)  r:.  _ a:*  I = - xH„ 

Sz  02 

(^3,  n^)  = — (xHA-xu)  ^ — (xtA-u)  ^ ==  — (ar<  + 

Partant,  les  conditions  i^i)  = 0,  /fg)  = 0 sont  satis- 

faites en  vertu  de  l’équation  = 0. 

Ainsi  les  trois  équations  linéaires 

II,  =0,  H.,  = 0,  B^=0 

remplissent  toutes  les  conditions  d’intégrabilité.  Donc,  confor- 
mément aux  conclusions  de  la  théorie  générale,  l’intégrale  qui 
contiendra  simultanément  à ces  trois  équations  devra  contenir 
dans  son  expression  complète  deux  constantes  arbitraires  (dont 
une  par  simple  addition).  De  cette  intégrale  complète  on  déduira 
l’intégrale  la  plus  générale,  exprimée  au  moyen  d’une  fonction 
arbitraire  d’une  certaine  fonction  donnée. 

Cherchons  d'abord  l’intégrale  complète.  En  posant,  pour  abréger, 

02  02  02  02 

Sx"^^"  dû~r*’ 

déterminons,  à l’aide  des  équations  précédentes,  les  expressions 
des  trois  premières  de  ces  quantités  en  fonction  de  la  quatrième 
et  des  variables  indépendantes.  Si  l’on  désigne,  pour  abréger, 
ces  expressions  par  coi,  £«2,  033,  on  aura 
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/?!  = — (3a:2  + ^)p4=roi,  = — /?3=:— a:/î4  = C03. 

D’après  cela,  pour  déterminer  l’équation 

f{p^,  X,  y,  t,  u)  = const., 

qui  donnera  la  valeur  de  /?4,  cherchons  une  intégrale  commune 
des  trois  équations  linéaires 


(Pi  — D)i,  /)  = 0,  — wa,  /*)  = 0,  (/?3  — c»3,  /’)  = 0. 

Les  systèmes  d’équations  simultanées  aux  différentielles  ordinaires 
correspondantes  aux  équations  précédentes  seront 


dx du  __  dy du  dp^^ 

l dcoi  dcDi  * J dœ2  0(O2  , 

dp4  du  dp4  du 


dt du  dp4 

1 dœ^  dcOÿ 

dp4  du 


Or,  comme  on  a 


dooi dcoÿ 

du  du 


dcùs  „ 

==  0,  l intégrale 


f z=z  p4=z  const,  = a 


conviendra  à chacun  des  trois  systèmes  d’équations  simultanées 
et  à chacune  des  trois  équations  linéaires  précédentes.  Par 
suite,  les  expressions  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  cher- 
chée Z seront 


Pi  ~ — (Sx-  -f  t)  a,  P2  ~ — ya,  P2  — ~ ara,  p4  — a. 


Donc 

dz  = — a [(3.^2  f t)  dx  -{-ydy  + xdt  — du\, 
d’où  l’on  tire,  en  intégrant,  l’expression  de  l’intégrale  complète 

Z = « (u~  x^  — xt  — -f  const. 


Enfin,  l’expression  de  l’intégrale  la  plus  générale  peut  être 
donnée  sous  deux  formes:  soit  au  moyen  des  équations 


2 = a (u  — ~ xt  — -f  7C  (a), 


dn(a) 


soit  au  moyen  de  l’équation  unique 
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V* 

X = ;r  (m  — .T®  — — -^) , 

TC  désignant  dans  les  deux  cas  une  fonction  entièrement  arbitraire. 
Il  est  évident  que  ces  deux  expressions  de  l’intégrale  générale 
sont  équivalentes  entre  elles. 

§.  25. 

109.  Dans  le  problème  précédent,  nous  avons  fait  usage  de 
la  forme  particulière  que  prennent  les  conditions  d’intégrabilité 
des  équations  simultanées  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre.  Il  est  à-propos  de  signaler  encore  ici  une  autre 
forme  de  ces  mêmes  conditions,  dont  Jacobi  s’est  servi  pour 
établir  le  Théorème  fondamental  1 du  §.  17. 

Prenons  deux  expressions  linéaires  par  rapport  aux  dérivées 
partielles  de  la  fonction  z, 

02  dz  dz 

Oi,  «a,..,  a«  et  6|,  à®,..,  6»  désignant  des  fonctions  de  æti,.., 
et  représentons  la  première  de  ces  expressions  par  A(z),  la  se- 
conde par  ^(z). 

On  peut  considérer  A et  jB  comme  des  signes  d’opérations 
complètement  déterminées,  et  nommer  la  première  de  ces  opéra- 
tions l’opération  A,  la  seconde  l’opération  B.  En  soumet- 
tant à l’opération  A une  fonction  quelconque  z des  variables  Xi,.. 

Xnf  nous  obtiendrons  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  des 
mêmes  variables,  sur  laquelle  nous  pourrons  effectuer  l’opération 
B.  Représentons  symboliquement  par 

B[A(z)] 

le  résultat  de  ces  deux  opérations  successives.  Si  l’on  exécute 
les  mêmes  opérations  dans  l’ordre  inverse,  on  pourra  représenter 
le  nouveau  résultat  par 

Voyons  quelle  sera,  en  général,  la  différence  de  ces  deux  résultats. 
On  a 


! 
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BiA{z)1  = 


OU 

B[A(z)]=. 


On  trouve  de 
A[l}{z)]  = 


(7X^2 


(düi  dz  da^  ^2^ 

* \ da^i  da^i  ^ da:i  ^ ^ Bæi  dxn 

d^z  \ 

^ dæi^  ^ da;iôæ2  ^ ^ d^ida^n  ) 


( a«i  dz  da^  dz  da„ 

^ \ d^2  ^ ^ ^ 0a:2  da^n 

60:160:2  ^ 6o72^  T ••  T 0^172 


( 6rti  62  602  62  6a«  62 

^ ” \ 60:»  6o’i  60:»  60:2  ^ ao-n  6o:« 


+ «1 


6^2 


+ 


6% 


da^i  dæn  ^ 60:260:»  ^ * * * ^ ^"  60:1 


6^2  ) 


^ («l)  ^ («2)  g^  -|-  • • + ^ («n) 


60:» 


6^2 


_^2 

6o:ç 


+ ^1^1  g]^  + ^2^2  4-  • • + 6m  «n  2 


6^2 

6o:„‘^ 


6^2  6^2 
+ (61  «2  + 62  «1)  5:^7^  + . . + (61  r/„  + Ôn»!  ) 0 ~ 


60:160-2 

H"  • • "h  (6«— 1 O»  -f'  bnOji—l) 


6^2 


doCfi — 1 C^O'n 


meme 


6^2  6%  6’^r 

^ 0.2:1 2 ^ ^2^2  0^^2  ^ • • • 1 


60:» 

Üi 

60.-»-^ 


6^2  6^“^ 

+ '("•  **  +!"**>  ) 0Ï;SÏ2  +••  + («!  *»  + On  6,  ) g^g— 

6^2 

+ . . f {a„-i  b„  + «„  6„_i)  g^^_jg^__- 


En  comparant  ces  deux  expressions,  on  remarque  que  ceux 
de  leurs  termes  qui  renferment  les  dérivées  du  second  ordre  de 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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la  fonction  z sont  identiques  de  part  et  d’autre;  donc,  si  l’on  sous- 
trait ces  expressions  l’une  de  l’autre,  ces  termes  se  détruiront,  et 
la  différence  sera  exprimée  par  la  fonction  linéaire  suivante  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  z, 

B [A  (»)]  -AiB  (î)]  = i B ^ I ~ 

0 02 
+ ( B («2)  ^ (62)  1 + ••••  + { B (On)  ^ (6n)  1 


110.  Désignons  maintenant  les  dérivées 
spectivement  par  pn,  et  posons 


02  02 
8X1  * * * * ’ dXn 


re- 


«1  Pi  + • • • + OnPtt  = À (2)  = //, 

^iPl  +•  ••  + ^nPn  = B (z)  = G. 

D’après  ce  qui  a été  démontré  au  §.  24,  art.  107,  nous  aurons 

(//,  G)  = { B {(II)  — A {bi)  I Pi  + .-f-l  B (an)  — A (bn)  j p»* 

En  comparant  ce  résultat  à celui  de  l’art,  précédent,  il  s’ensuit 
que  l’on  a 

(//,  G):=B[Aiz)]--A[B{z)l 


On  en  conclut  que  les  deux  équations  linéaires 
A(2)  = 0,  B{z)  = 0 
seront  compatibles,  si  la  condition 

B[A(z)]=:A[B(z)] 

est  satisfaite,  et  il  est  évident  que  cette  nouvelle  forme  de  la 
condition  d’iotégrabilîté  des  équations  linéaires  simultanées  est 
équivalente  à la  précédente. 


111.  Conséqtuencc.  — Supposons  maintenant  que  q?,  ip  et 
2 représentent  des  fonctions  quelconques  des  variables  Xi,..,  Xn, 
Pift  Puf  et  prenons  deux  expressions  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  2,  de  la  forme 
suivante. 


A (z)  = (ç?,  2)  = 
B(z)z={^,  z)  = 


8q)  02  8q)  02  d(p  8z  8(p  02 

0071  8pi  ~~  dpi  dxi  +**■*■  da:n  0p»  8p„  8^  ' 

S^fj  02  8tP  8z  S'tfJ  02  • 81^  02 

0o7i  8pi  8pi  8x1  ^ + da;n  8pn  ~ 8p„  8xn 
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En  vertu  de  la  formule  démontrée  plus  haut  (art  109),  on  a 


= 2 {[«(s) (E>l;-Kë) 

Or  A (z)  = (cp,  i),  B (î)  = (tj;,  Z)  ; donc 


et 


B[Â{z)'\  = [r/),  (g),  î)],  AiBiz)]  = [ip,  (ip,  î)], 

BlAiz)]  — A{B{z)\  = [iii,  (ijp,  z)]  — [<p,  {il,  i)] 
= [if».  (9>.  *)]  + [?’.  (*.  ■^)]- 


De  plus, 

par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (4)  du  §.  16, 

de  même 

D’après  cela,  l’égalité  (a)  prend  la  forme 

[i>,  (9>.  O]  + W>  (i>-  O] 

{S(ii,  <p)  dz  8(ii,  (p)  8z  ) 

==  £.  ~ “ëpT"  8^-  h - 1*’ 

OU,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre. 


(<P>  î)]  + [9>.  (ï.  ’/')]  + [*.  (t.  9>)]  = 0. 

112.  Telle  est,  en  substance,  la  démonstration  que  Jacobi 
a donnée  de  cette  proposition  (Nova  Methodus,  §§.23.  — 26.). 
Mais,  comme  cette  démonstration  est  étroitement  liée  à la  théorie 
de  l’intégration  des  équations  linéaires  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  j’ai  cru  préférable  de  la  présenter  en 
même  temps  que  l’exposition  de  cette  partie  de  la  méthode,  et 
j’ai  donné  plus  haut  (§.  17)  une  autre  démonstration,  qui  m’a  semblé 
n’être  pas  plus  compliquée  et  se  déduire  immédiatement  des  pro- 
priétés fondamentales  des  expressions  de  la  forme  (g),  'tp). 
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Remarquons  que  ce  Théorème  était  déjà  connu  avant  la  pu- 
blication de  la  „Nouvelle  méthode*'  de  J ac obi.  En  effet,  dans 
le  Mémoire  cité  plus  haut  (§.22)  de  Donkin,  „On  a Class  ot 
Differential  Equations,  etc.**,  on  trouve  ce  Théorème  (page  92, 
Section  11,  §.21),  et  au  bas  de  la  page  71,  il  est  mentionné  parmi 
les  résultats  trouvés  pour  la  première  fois  ou  démontrés  d’une  ma- 
nière nouvelle  par  l’Auteur. 

La  démonstration  de  Donkin  pourrait  plutôt  être  considérée 
comme  une  vérification  du  Théorème  en  question.  Du  reste,  à 
cause  de  sa  brièveté,  elle  peut  être  utile  pour  une  exposition 
abrégée  de  la  théorie  de  Jacobi;  c’est  pourquoi  je  pense  qu’il 
ne  sera  pas  superflu  de  la  rapporter  ici. 

113.  „ Théorème,  Si  p,  g,  r sont  des  fonctions  quel- 
conques des  2w  variables  Xi,,,,  Xn,  ynj  on  a 

(“)  [(P>  9))  >•]  + [(9>  >•)>  P\  + [(»•.  />)>  9]  = 0. 

„Si  l’on  développe  cette  expression,  il  est  évident  que  chacun 
de  ses  termes  se  compose  du  produit  d’une  dérivée  du  second 
ordre  de  l’une  des  fonctions  /?,  r,  par  des  dérivées  du  premier 
ordre  de  chacune  des  deux  autres  fonctions. 

„ Considérons  les  termes  contenant  des  dérivées  du  second 
ordre  de  p\  ils  seront  de  l’une  des  formes 

Zq  dr  Bq  Br  B^p  Bq  Br 

BxiByj  Bxj  Byi*  BxiBxj  Byi  Byj*  ^yi^yj  Bxi  Bxj^ 

i pouvant  être  égal  à j,  et  chacun  d’eux  proviendra  du  premier  ou 
du  troisième  terme  de  l’équation  («). 

,,En  examinant  maintenant  chacune  de  ces  formes,  il  est  aisé 
de  voir  que,  pour  chaque  terme  provenant  du  premier  terme  de 
l’équation  (a),  il  se  trouve  un  terme  semblable,  mais  affecté 
d’un  signe  contraire,  provenant  du  troisième  terme  de  cette 
équation;  et  comme  la  même  chose  est  vraie  pour  les  termes  où 
entrent  les  dérivées  secondes  de  q ou  de  r,  il  s’ensuit  que  le 
premier  membre  de  l’équation  (a)  tout  entier  se  réduit  identique- 
ment à zéro.  Donc  le  Théorème  est  démontré.** 


§.  26. 

114.  Considérons  encore  l’application  de  la  méthode  d’inté- 
gration des  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  à la  détermination  des  conditions  d’intégrabilité  immédiate 


10 
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d’une  expression  différentielle  conteoant  une  variable  indépendante, 
et  des  fonctions  de  cette  variable  avec  leurs  dérivées  d’ordres 
quelconques. 

Cette  question,  qui  a été,  comme  on  sait,  résolue  par  Euler 
et  par  Condorcet,  et  dont  Lexell,  Lagrange,  Poisson, 
Sarrus,  Bertrand,  Binet  et  d’autres  géomètres  ont  fait  l’objet 
de  leurs  recherches,  présente  une  application  facile  et  intéres- 
sante de  la  théorie  qui  nous  occupe.  La  nouvelle  méthode  de 
solution  peut  être  comparée,  sous  le  rapport  de  la  simplicité  élé- 
mentaire, à celle  qui  a été  donnée  par  Condorcet*)  et  perfec-, 
tionnée  par  Sarrus**);  et  tandis  qu’elle  fournit  absolument  de 
la  même  manière  les  expressions  des  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  de  la  fonction  cherchée  par  rapport  à toutes  les  va- 
riables qui  y entrent,  elle  ramène  la  détermination  de  cette  fonc- 
tion à l’intégration  d’une  différentielle  totale.  Mais,  avec  cela, 
on  obtient  l’une  après  l’autre  toutes  les  conditions  qui  doivent 
être  nécessairement  remplies  par  la  fonction  donnée  pour  qu’elle 
soit  la  dérivée  exacte  d’une  autre  fonction.  Si,  dans  le  cas  donné, 
l’existence  de  cette  dernière  fonction  est  démontrée  impossible, 
on  s’en  aperçoit,  en  général,  avant  d’arriver  à la  condition  connue 
d’Euler,  laquelle  s’obtient  la  dernière  dans  notre  méthode.  Il 
est  à propos  d’observer  que  cette  condition  est  donnée  ici  sous 
une  nouvelle  forme  symbolique,  doublement  remarquable. 

Pour  compléter  la  solution  d’après  cette  méthode,  il  ne 
resterait  plus  qu’à  trouver  un  moyen  simple  pour  démontrer  que 
toutes  les  conditions  nécessaires  sont  remplies,  dès  que  la  con- 
dition unique  d’Euler  est  satisfaite.  En  l’absence  d’une  telle 
démonstration,  on  doit  en  attendant  donner  la  préférence,  pour 
la  solution  du  problème  proposé,  aux  méthodes  moins  directes  et 
moins  simples  du  Calcul  des  variations. 

Le  procédé  indiqué  ci-dessus  est  dû  à Boole***),  qui  pré- 
sente ce  problème  comme  exemple  de  l’application  de  la  méthode 


*)  Dans  son  Calcul  intégral.  Voyez  aussi  üacroix  » Traité 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  tome  II.,  pag.  238 
— 249. 

**)  Annales  de  Mathématiques  de  derg^onne,  tome  XIV* 
Voyez  aussi  Todhunter,  History  of  the  Progress  of  the  Cal- 
culus  of  Variations,  p.  523 — 529. 

•**)  Dans  son  Mémoire  ,,On8imultaneou8DifferentialEqua- 
tions  of  the  first  Order,  etc.*‘  (Philosophical  Transactions, 
1862,  Part  ï,  p.  453). 
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donnée  par  lui  pour  l’intégration  des  équations  simultanées  du 
premier  ordre  aux  différentielles  ordinaires,  dans  lesquelles  le 
nombre  des  variables  surpasse  de  plus  d’une  unité  le  nombre  des 
équations.  Mais  on  voit,  d’après  ses  recherches,  que  cette  ques- 
tion générale  est  étroitement  liée  avec  le  problème  de  l’intégra- 
tion des  équations  linéaires  simultanées  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  L’Auteur,  ne  considérant  pas  ce  dernier  problème 
à ce  point  de  vue  commun,  que  Bour  a indiqué*),  applique  les 
conditions  de  compatibilité  des  deux  équations  linéaires 

^ = J(2)  = 0,  (7  = B{z)  = 0, 
exclusivement  sous  la  forme 


B[A(x)]z=A[B(z)l 


ou,  suivant  son  mode  de  notation, 

(AB -BA)  2 = 0, 


A la  suite  de  cela,  dans  l’application  au  problème  considéré,  il 
introduit  toute  une  série  de  symboles,  qui,  tout  en  permettant 
d’exprimer  la  solution  sous  une  forme  très -condensée,  lui  ôtent 
cependant  l’avantage  de  la  clarté  et  de  la  simplicité  désirables. 


J’adopterai,  en  conséquence,  le  mode  d’exposition  de  Ber- 
trand, qui,  dans  une  de  ses  leçons  professées  au  Collège  de 
France,  en  1863,  a remarqué  que,  dans  l’application  au  problème 
actuel,  il  vant  mieux  faire  usage  de  la  condition  de  compatibilité 
des  équations  linéaires  sous  la  forme  (B,  G)  = 0,  et  a fait  voir 
comment  on  déduit  la  condition  d’Euler  dans  le  cas  particulier 
où  l’expression  différentielle  donnée  contient  une  variable  indé- 
pendante, une  fonction  de  cette  variable  et  les  dérivées  de  cette 
fonction  jusqu’au  second  ordre.  Je  traiterai  la  solution  de  la 
question  sous  sa  forme  générale,  parce  que,  dans  le  cas  parti- 
culier considéré  par  Bertrand,  on  n’aperçoit  pas  certains  côtés 
de  la  question  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt. 

115.  En  représentant  par  x la  variable  indépendante,  par  y 
une  fonction  de  cette  variable,  et  par 


^ „„  _ f?!?/ 

^ dx’  y dx'^  ’ ■ ■ 


y{n)  — 


d^y 

dx^ 


*)  Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  (art.  90).  Ce  Mémoire  ayant 
paru  au  meme  moment  que  le  travail  de  Boolc,  il  est  probable  que 
celui-ci  n’en  avait  pas  eu  connaissance. 
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les  n premières  dérivées  de  cette  fonction , soit 

P(.x,  y,  y',  y",..,  ÿW) 

l’expression  donnée,  et  proposons-nous  ce  problème: 

Déterminer,  s’il  est  possible,  une  fonction  F des  variables 
y>  étant  différentiée  par  rapport  à x,  non-seu- 

lement en  tant  que  x y entre  explicitement,  mais  aussi  en  tant 
que  X entre  dans  les  fonctions  y',..,  y^”^,  reproduise  l’expres- 
sion F. 


dV 


Employons  la  notation  pour  désigner  cette  dérivée  totale; 


nous  aurons 


dV  BF  dV  . 8F  ,,  0F 

dx  8x  ^ 8y  ^ ^ dy'  ^ ^y(n—i) 

et  l’équation  fondamentale  du  problème  sera 


0F 


Remarquons,  en  outre,  que: 


1®.  Si  la  fonction  F était  déjà  connue,  l’équation  (1)  devien- 
drait identique,  la  fonction  y restant  complètement  indéterminée. 

0F 

Or  F ne  contient  pas  donc  le  terme  n’ayant 

aucun  terme  semblable  à lui  ni  dans  le  premier,  ni  dans  le  se- 
cond membre  de  l’équation  (l),  doit  s’annuler  de  lui -même.  On 
doit  donc  avoir  nécessairement 


(2) 


0F 

0/y(n) 


= 0. 


2^.  Il  est  évident  que,  si  la  fonction  donnée  F provient 
effectivement  de  la  différentiation  complète  d’une  autre  fonction 
F par  rapport  k x,  F doit  être  de  forme  linéaire  par  rapport  à 
puisque  cette  forme  est  celle  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (ï).  Par  suite,  il  faut  que  l’on  ait 


(«) 


A et  B étant  des  fonctions  de  x,  y y 2/ pour  que 
l’équation  (1)  soit  vérifiée  identiquement  pour  toute  valeur  de  y, 
on  devra  poser  encore  la  condition 
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dV 


B pouvant  facilement  s’exprimer  au  moyen  de  F,  En  effet,  en 
différentiant  partiellement  les  deux  membres  de  l’égalité  (a)  par 
rapport  à il  vient 


dF 

0^(n) 


Par  suite,  si  l’on  représente,  pour  plus  de  simplicité,  par 

Vx,  Vy,  F(l),  F(2),...,  F(«_1),  F(n) 


les  dérivées  partielles 

0F  0F  0F  0F  0F  0F 

0;r  ’ 03^  ^ 03^'  ’ ‘ ’ 

et  que  l’on  adopte  pour  les  dérivées  partielles  de  F une  notation 
analogue;  les  trois  équations  du  problème,  exprimées  au  moyen 
des  dérivées  partielles  de  la  fonction  F,  seront 

(I)  H = Fx+  F,/+  F(i)y'+..  + F(„-i)2^(«)+F(„)y«+^) 


(2)  G = F(„)  = 0, 

(3)  = F(„-i)  -F(„)  =0. 

116.  Ayant  ainsi  trois  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  il  faudra,  pour  les  intégrer,  appliquer 
la  méthode  exposée  dans  les  paragraphes  précédents.  Pour  cela, 
considérant  H,  G,  comme  des  fonctions  des  2(71-1-2)  varia- 
bles Xy  Vx,  y,  Vy,  y',  F(i),..,  F(«),  formons  les  expressions 


{H,  G ) = V{n-1)  — F{n), 
dF(n) 


(G,  H,)=^ 


0iy(”)  * 


(11  n \ V i I ' I 


dF{n) 


-1- 


0F, 


(n) 


^y{n—l)0  • 0^(«) 


(n-1) 


La  première  se  réduit  à zéro,  en  vertu  de  l’équation  /fi=:0. 
La  seconde  est  identiquement  égale  à zéro,  puisque  F(n)  = B,  et 
que  B ne  contient  pas  y^^\  d'où  il  s’ensuit  que 

_ /> 

0ÿ(>O  — 0ÿW  — 
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La  troisième  expression  ne  s’annule  ni  identiquement,  ni  en  vertu 
des  équations  données;  mais  elle  contient  la  dérivée  partielle 
V(n-2)  de  la  fonction  cherchée.  En  la  posant  donc  égale  à zéro, 
on  ajoutera  aux  équations  données  une  quatrième  équation 

(ff.  H,)  = = 0. 


Si  l’on  remarque  que,  dans  cette  équation,  on  a 


da: 


^F{n) 


yi”)  = 


dF(n) 

dx  ' 


on  pourra  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

dF (n) 


ou 


= F(n-2)  -f  F (n-l)  = 0 J 


— V (fl— 2)  ©n— 2 — 0, 


en  faisant,  pour  abréger 


n P 


117.  On  trouve  ensuite 


{G,  H)  = 


9©n— 2 


9 (F[n-1) 


dœn-2  dF(n) 


dx 


(H,  H2)  = V(n-3)  + 


0û)n — 2 . Bù)n — 2 


dx 


Sÿ 


/+••+ 


8(»n-i 

0^(«) 


»(n+J) 


) 


La  première  de  ces  expressions  est  identiquement  nulle,  comme 
on  peut  le  démontrer,  soit  en  se  fondant  sur  l’égalité  (a),  soit, 
ce  qui  est  préférable,  par  une  autre  méthode,  qui  s’appliquera 
plus  tard  à d’autres  cas  analogues,  pour  lesquels  l’emploi  de  la 
première  méthode  présenterait  des  difficultés.  En  effet,  par  le 
Théorème  1 du  §.  J7,  on  a 


(G.  Æ.)  = [G,  (H,  HO]  = - [H,  G)]-[ff.,  (G,  U)]. 

Or  on  a (G,  HO  — 0,  (H,  G)  = Æj;  donc 

(G,  HO  = («1,  HO  = 0. 


De  plus,  la  valeur  de  (Hi,  HO  trouvée  plus  haut  est  ex- 
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primée  en  fonction  des  seules  variables  x»  y,...,  elle  doit 

donc  se  réduire  identiquement  à zéro,  sans  quoi  la  solution  du 
problème  serait  impossible.  Ainsi  nous  supposerons  que  la  fonc- 
tion F satisfasse  à la  condition 

(/fl,  = 0, 

dont  la  nécessité  s'aperçoit  encore  plus  clairement,  si  l’on  re- 
marque qu’elle  conduit  à l’égalité 

d V(n-2)  S F(n-1) 

Enfin,  la  valeur  de  (IJ,  peut  être  égalée  à zéro,  puis- 
qu’elle renferme  la  dérivée  partielle  F(n~3)*  cette  manière, 
aux  quatre  équations  précédentes  nous  en  ajouterons  une  cinquième 

= (H,  = F(„-3)  + - F,n-ï) 


ou 

en  posant 


F(n-3) 


dn\n) 

dx^ 


dF{n-l) 

dx 


F{n^2)  =0, 


/fg  = F(ii_3)  — û)n-3  = 0, 


©„_3  = F (n_2) 


dF (n— 1) 

dx 


+ 


d^Fjn) 
dx^  * 


118.  On  obtient  ensuite  facilement  les  expressions 

dF[ri-l)  d^F (n) 


(G,  «3)=®^?= 

(H  II  \ 

l"l.  "a;  — Sÿln-3)’ 


dx^ 


St»n-3 


dœn-~2 


(H,  H,)  = F(„_4)  + - F^n-3) 


La  première  de  ces  expressions  est  nulle  en  vertu  des  équa- 
tions établies  précédemment.  En  effet,  le  Théorème  1 du  §.  17 
donne 

(G,  /fa)  = [G,  (H,  /f,)]  = - [H,  (H^,  6?)]  -[/f^,  (G,  H)]; 
or  (G,  H^)  = 0,  (G,  /f)  = — Hi;  par  conséquent 
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(G,  H^)  = («2,  ^i)  = 0. 

Ensuite  les  valeurs  de  {Hn  H^)  et  de  s’exprimant 

au  moyen  des  seules  variables  x,  doivent  se  réduire 

identiquement  à zéro,  si  la  fonction  cherchée  V existe;  et,  en 
effet,  les  conditions  (^i,  jÉfg)  = 0,  {H^,  H^)'=zi)  n’expriment  pas 
autre  chose  que  les  relations  nécessaires  pour  qu’on  ait  les  égalités 

^ V (n-3) S F (n—1)  B F(n-3)  0 F («—g) 

Qy{n—d)'*  *" 

Enfin,  en  égalant  à zéro,  l’expression  {H,  H^),  on  obtient 
une  nouvelle  équation,  qui  devient,  en  remplaçant  con—s  par  sa 
valeur. 


/f,)  = F(„-4)-f(n-3)  + ^^ 


d^Fjn-l)  d^Fjn)  _ ^ 
dx^ 


119.  On  voit  maintenant  comment  on  devra  continuer  à pro- 
céder pour  la  solution  du  problème  qui  nous  occupe.  Si  la  fonc- 
tion F satisfait  à toutes  les  conditions  nécessaires,  lesquelles  se 
réduiront  finalement  à ce  que  les  valeurs  déterminées  successive- 
ment pour  les  dérivées  partielles  satisfassent  aux  conditions 

B V{n-^i)  __  B F(n-k)  . 

(n-A:)  ^y{n-i)  ’ 


on  obtiendra  alors,  outre  les  équations  précédentes,  les  équations 
^5  = 0,..,  M==0,..,  /f„  = 0, 
qui  seront  généralement  de  la  forme 


Hi  = F{n^i)  — F [n-t+1)  + 


dF{n-^i^2) 

dx 


^ dxi-^ 


ce  qui  devient,  pour  ^ = n, 


Hn  — Vy  — 


dF(2) 

dx 


d**-^F  (n) 
dx^^ 


= 0. 


Pour  décider  de  la  compatibilité  de  la  dernière  équation  avec 
les  précédentes,  posons 


et  formons  les  expressions 
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{G. 


Hn)  = 


dy  (”)  * 


(^1,  Hn)  = 


^F{n) 


Hn)  = 


8ci?0  Bcon—i 

dy  dy  * 


{H,  Hn)  —‘Fy-{- 


d(ùQ 

dx 

dFi,) 


dx 


d^^Fi^) 

dx^ 


d^F{n) 

dx^ 


Toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  des  seules  varia* 
Ides  X,  y,  y'f,,,  y^") , et  par  suite  doivent  se  réduire  identiquement 
à zéro.  Mais  l’expression  (G,  Hn)  se  réduit  déjà  à zéro  en  vertu 
des  conditions  dont  on  a reconnu  précédemment  la  nécessité.  On 
a,  en  effet,  d’après  le  Théorème  1 du  §.  17, 

(G,  Hn)  = [G,  (H,  Hn^l)]  = -[H,  (Hn^l,  G)]  -[Hn^l,  (H,  G)] 
= [Ær,  {G,  Hn^l)]+(H,,  Hn-l). 

Donc  {G,  Hn)  est  nul,  puisqu’on  a (6’,  Hn-i)  = 0,  (/fj,  1)=0. 

De  plus,  les  conditions 

{Hi,  Hn)  = 0,  Hn)  = 0,  . {Hn—ls  Hi^  s:  0 

sont  nécessaires  pour  que  l’on  ait  les  égalités 

dVy  _eF(n-i)  BVy  _8F(„-2)  aFy_aF(i) 

^y  (n— 1)  ^y  ’ dy  ’ * * ’ dy'  dy 


riO.  La  série  précédente  de  toutes  les  conditions  nécessai- 
res, que  doit  remplir  la  fonction  différentielle  donnée  F,  est  ren* 
fermée  dans  la  condition 


P ( fw  ff  \ P dF{i)  d^Fi^)  d>^F{n) ^ 

E^{H,Hn)^Fy 


trouvée,  comme  on  sait,  à l’aide  du  Calcul  des  variations  par 
Euler,  qui  a démontré  que  cette  condition  était  non -seulement 
nécessaire,  mais  encore  suffisante  ’'"). 


*)  Bertrand  a fait  voir  (Journal  de  l’Ecoie  Polytech- 
nique, XXXVlIle  Cahier,  p.  250 — 251)  que  Lagrange,  Poisson  e| 
d’autres  géomètres  se  sont  trompés  en  avançant  qu’Ëuler  n’avait  pas 
démontré  que  sa  condition  était  suffisante. 


10* 
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On  a,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

Hn  = {H,  Hn-l)y  Hn-l  = (//,  = {H,  G). 

Donc,  par  des  substititutions  très -simples,  on  pourra  écrire  la 
condition  d’Euler  sous  la  forme 

[H,  {H,  (...,  (H,  G)...))]=zO, 

H et  G ayant  les  valeurs  données  dans  l’art.  115. 


En  supposant  que  la  fonction  F remplisse  toutes  les  condi-  l 
tions  nécessaires,  on  pourra  déterminer  très -simplement  son  inté- 
grale V.  En  effet,  les  équations 


G = 0,  /fi=0,..,  Hn=0 

fournissent  des  expressions  de  toutes  les  dérivées  partielles  de 
la  fonction  cherchée,  à l’exception  d’une  seule,  savoir 

V(n)  = 0,  F(n-l)  = F(n),  F (n-2)  = ««-2,...,  Fÿ  = CDq. 

En  les  substituant  dans  l’équation  H =0,  il  vient  p 

Vx  = F — — • • — w«-2  — F{ji)yW . 

Partant,  la  fonction  F sera  déterminée  par  l’intégration  de  la  ^ 
différentielle  exacte 

F = {F — (ûQy'  ) dx 

-f  ©O  + • • + «n-2  dy^^-^)  + F in) 

Dans  les  applications  à des  cas  particuliers,  il  est  très -com- 
mode de  disposer  les  calculs  comme  l’indique  le  tableau  suivant: 


{A) 


F{n-\) , . . • , 

^(1)» 

Fy, 

dF{n) 

dF (2) 

dx  * ’ 

“ dx  * 

dx 

«w— 2,  • 


(-1) 


dx^~^  * 


dn—^F  (n-i) 
dx^-^  * 


(~1)« 


d^F(n) 

dx^ 


E, 


imi 

elli 

lou 

COJ 

cïe 


lîi 


où  l’on  peut  calculer  les  unes  après  les  autres  les  lignes  hori- 
zontales, en  allant  de  haut  en. bas,  ou  les  lignes  verticales,  en 
allant  de  gauche  à droite.  La  somme  des  termes  de  la  dernière 


ilii 

(St 

'm 
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colonne  à droite  donne  la  valeur  de  Texpression  E,  Si  elle  est 
égale  à zéro,  alors  les  sommes  des  termes  de  chacune  des  co- 
lonnes à précédentes  en  remontant  vers  la  gauche,  seront  res- 
I pectivement  les  valeurs  des  dérivées  partielles  Vy,  V(n-2), 

> V(n-l). 

EiXemple.  Soit 

F=(p(x)-i-p^-l-  i^lxy  — 1) y’  + xy'"  -f  xP^y"'. 

En  formant  le  tableau  (A),  on  trouve 

x^,  X,  2xy—l,  2y-\r2xy\ 

— —1,  —2y--2xy\ 

+ û, 

0 

V(2)  = x^,  F(i)=— Vyz=.2xy,  .E=0. 

Par  suite, 

! Vx  = F—  x^y"'  + xy''  — 2xyy'  = 2xy''  —y^^ry^^^^>  W* 

Donc 

dV  = \^xy'' — y'  + + çp  (a:)  J dx  + x‘^dy"  — xdy'  + ^xydy , 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

F = x’^y''  — xy'  + y’^x  -{-f^(^)dx-{-  const. 

121.  Quoiqu’il  suffise  de  former  la  seule  expression  E,  qui 
! entre  dans  la  condition  d’Euler,  pour  juger  de  l’intégrabilité 
immédiate  de  la  fonction  différentielle  donnée  F,  cependant,  comme 
elle  est  plus  compliquée  que  les  expressions  qui  entrent  dans 
toutes  les  autres  conditions  nécessaires,  il  est  généralement  plus 
i commode  d’employer  ces  dernières.  Eclaircissons  cela  par  un 
exemple. 

Soit  la  fonction 

F = xy’" y^  + yy'')  y'"  -\r  Sf^xy' A- y- 

Ici  la  première  condition  nécessaire,  en  vertu  de  laquelle  F doit 
létre  une  fonction  linéaire  par  rapport  à la  dérivée  la  plus  élevée, 
est  remplie.  Examinons  si  F satisfait  à la  condition  qui  vient 
immédiatement  après.  Formons,  pour  cela,  les  deux  premières 
colonnes  du  tableau  (^A)\  il  vient 
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-f-  yy"  -f-  .t; , foi 


F (4)  = xyf",  Ma  = — y"  + yy"  + x. 


La  condition  nécessaire 


dcû2 

dy'" 


dF(4) 

ey' 


pri 

ail 


n’est  pas  remplie  évidemment  dans  le  cas  actuel.  Cela  nous  fait 
voir  très-simplement  que  la  fonction  donnée  F n’esit  pas  immé-  ii 
diatement  intégrable,  tandis  que,  pour  obtenir  l’expression  £,  il 
aurait  fallu  un  calcul  beaucoup  plus  compliqué. 

Remarquons,  en  terminant,  que  la  méthode  précédente  pour 
obtenir  la  condition  d’intégrabilité  immédiate,  peut  s’étendre  très- 
facilement  au  cas  où  la  fonction  différentielle  donnée  contient 
plusieurs  fonctions  indéterminées  y,  z,  u,...  de  la  variable  indé- 
pendante X,  avec  leurs  dérivées  de  divers  ordres.  Mais  cette 
généralisation  est  si  simple  que  je  crois  inutile  de  m’y  arrêter. 


c’ 

I I, 

Chapitre  Vil. 

De  l’intég-ration  des  systèmes  canoniques  d’équations  simultanées  ; ^ 
aux  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre.  [( 

II] 

§.  27.  . rt 

ni 

122.  Un  système  d’équations  différentielles  simultanées  du 
premier  ordre  entre  une  variable  indépendante  t et  2n  fonctions  [( 


inconnues  x^y..,  Xn,  yif 
en  général,  sous  la  forn>e 

, , yn  de  cette 

variable,  peut  se  mettre. 

dx,  _ 
dt  - 

tlx» 

dxn 

Tt 

II 

.ri 

dt  - ’ 

« 

dl/n 
dt  "" 

A\,  Am  Bn  étant  des  fonctions  données  de  la  variable  in- 

dépendante  t et  des  variables  dépendantes  x^,  ^n,  yn> 

On  appelle  système  canonique  le  cas  particulier  de  la 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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forme  générale  précédente,  dans  lequel  les  coefficients  Bi,.. 

Any  Bn  sont  formés  avec  les  dérivées  partielles  d’une  même 
fonction 

3^1,..,  yn)y 

prises  par  rapport  aux  variables  dépendantes,  en  sorte  que  l’on 
ait  généralement 


i désignant  successivement  chacun  des  nombres  1,  2,..,  n. 

D’après  cela,  un  système  canonique  d’équations  simultanées 
aura  pour  forme  générale 

dxi  dH  dx^ dxn dH 

dt  %i  ’ dt  * * ’ dt  ~~  dijn 

dyi dH  dy^ dH  d,yn dH 

dt  dxi’  dt  dx^'‘"*  dt  dxn 


Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  donnée  H est  de  la  forme 
H=zf  {Xi,.  . , Xny  yiyy  yn), 

c’est-à-dire  ne  contient  pas  explicitement  la  variable  indépendante 
t,  les  équations  (1)  sont  dites  de  forme  hamiltonienne. 

123.  Cette  dénomination  vient  du  nom  du  célèbre  géomètre 
anglais  W.  R.  H am  il  ton,  qui  a ramené  à la  forme  en  question 
les  équations  générales  du  mouvement  d’un  système  de  points 
matériels  soumis  à la  seule  action  des  forces  d’attraction  ou  de 
répulsion  mutuelles*).  En  d’autres  termes,  un  système  hamilto- 
nien représente  sous  la  forme  la  plus  simple  les  équations  de 
tout  problème  de  Dynamique  auquel  s’applique  le  principe  des 
forces  vives;  par  conséquent,  deux  problèmes  de  cette  classe 
ne  se  distinguent  l’un  de  l’autre  que  par  le  nombre  des  variables 
et  par  la  forme  de  la  fonction  H — f.  En  se  rappelant  cette 
remarque,  on  comprendra  facilement  toute  l’importance  de  ce  pro- 
blème: „ Trouver  une  n»éthode  générale  d’intégration  pour  les 
équations  de  la  forme  des  équations  (1).“ 


H ami  I ton  a commencé  la  série  des  découvertes  qui  con- 


Voy.  P h i I O s opii.  Transar,  t,  1835,  P.  I:  ,,  Second  Essiiy  on 
a General  IVlethod  in  D y n a iii  i c ily  VV.  II.  llaiiiiltoii (|>ag. 
90— .08). 
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(luisent  à ce  but,  en  démontrant,  dans  ses  recherches  mention- 
nées ci-dessus,  que  les  intégrales  distinctes  qui  appartiennent 
aux  équations  (1),  dans  le  cas  de  s’expriment  au  moyen 

des  dérivées  partielles  d’une  même  fonction,  nommée  par  lui 
fonction  principale.  Il  ramène  la  détermination  de  la  fonction 
prâncipale  à l’intégration  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

La  découverte  de  U am  il  ton,  l’époque  où  elle  a été  faite, 
ne  pouvait  pas  encore  faire  un  pas  en  avant  à la  solution 
même  du  problème,  puisque,  d’après  les  méthodes  alors  connues, 
l’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
se  ramenait  à son  tour  à l’intégration  complète  du  système  d’é- 
quations simultanées  (1).  Elle  mit  cependant  en  évidence  une 
liaison  encore  plus  étroite  entre  les  deux  questions,  et  elle  ap- 
pela sur  ce  sujet  l’attention  de  Jacobi.  Celui-ci  démontra,  en 
premier  lieu,  que,  pour  déterminer  la  fonction  principale,  il  suffit 
de  trouver  une  intégrale  complète  d'une  seule  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  et  que  le  théorème  de  H am  il  ton 
s’étend  aux  équations  de  la  forme  (1),  dans  lesquelles  H F, 
c’est-à-dire  dans  lesquelles  la  variable  indépendante  t entre  expli- 
citement. En  second  lieu,  ne  connaissant  pas  encore  à cette 
époque  la  méthode  de  Cauchy”^),  et  considérant  celle  de  Pfafi 
comme  la  seule  méthode  générale  qui  existât  pour  un  nombre  de 
variables  indépendantes  supérieur  à deux,  Jacobi  apporta  à cette 
dernière  méthode  une  simplification  importante,  coïncidant  pour 
le  fond  avec  la  méthode  donnée  par  Cauchy  dès  l’année  1819*) **). 

Mais,  comme  nous  l’avons  remarqué  plus  haut,  la  méthode 
de  Cauchy,  ou  la  méthode  de  Pfaff  perfectionnée  par  Jacobi 
exigeaient,  pour  l’intégration  de  l’équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  à laquelle  se  ramenait  l’intégration  des  équa- 
tions (1),  que  l’on  opérât,  au  contraire,  l’intégration  de  ces  équa- 
tions (1);  de  sorte  que,  suivant  l’expression  de  Bour,  ,,on  était 
seulement  parvenu  à ramener  les  difficultés  les  unes  aux  autres, 
sans  sortir  du  cercle  vicieux/^  Aussi  Jacobi  a-t-il  commencé, 
dès  l’époque  de  ses  recherches  mentionnées  plus  haut,  à s’occuper 
de  trouver  une  méthode  d’intégration  d’une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à un  nombre  quelconque  de  variables 


*)  Voy.  Cauchy,  Exerc.  d’Anal.  et  de  Phys,  math.,  t II., 
|>ag.  239. 

*•)  Crelle’s  Journal,  183T,  Bd.  XVII;  „Zur  Théorie  der  par- 
tiellen  DilTcrcntialgleichungcn, par  tlacobi. 
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indépendantes,  en  poursuivant  la  voie  indiquée  par  Lagrange 
pour  la  solution  de  ce  problème  dans  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes,  voie  dans  laquelle  Charpit  avait  rencontré  des 
difficultés  insurmontables,  et  que  pour  cette  raison  Pfaff  avait 
abandonnée.  Pour  généraliser  la  méthode  de  Lagra  n ge,  Jacobi 
dut  s’appuyer  sur  les  propriétés  des  intégrales  des  équations  de 
la  forme  dynamique  (1).  Il  découvrit  la  plus  importante  de  ces 
propriétés  dans  un  théorème  démontré  par  Poisson  dans  son 
premier  Mémoire  „Sur  la  variation  des  constantes  arbitraires** 
(Journal  de  TEcole  Polytechnique,  15®  Cahier);  ce  qui 
explique  l’enthousiasme  avec  lequel  Jacobi  s’exprimait  au  sujet 
de  ce  théorème,  dans  une  lettre  écrite  à l’Académie  des  Sciences 
de  Paris,  peu  de  temps  après  la  mort  de  Poisson  (Comptes 
rendus,  1840,  p.  529). 

Les  découvertes  de  Hamilton  et  de  Jacobi  ont  servi  de 
base  aux  recherches  de  plusieurs  autres  géomètres,  et  les  tra- 
vaux de  Liouville,  de  Bertrand,  de  Donkin  et  de  Bout 
ont  considérablement  élucidé  la  théorie  de  l’intégration  des  équa- 
tions de  forme  canonique,  et  élargi  le  cercle  de  ses  applications. 
Le  Traité  complet  de  Jacobi  sur  cet  objet,  dont  la  publication 
avait  été  annoncée  dès  l’année  1840,  n’a  paru  que  longtemps 
après  la  mort  de  l’auteur,  en  1861*).  Dans  ce  travail,  Jacobi 
expose  la  nouvelle  méthode  d’intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  et,  comme  application  de  cette 
méthode,  la  théorie  de  l’intégration  des  équations  de  la  forme  (1), 
avec  les  exemples  les  plus  importants.  Ce  Mémoire  renferme  l’ex- 
position systématique  tant  des  propres  découvertes  de  Jacobi 
dans  cette  branche  de  l’Analyse,  que  des  résultats  obtenus  par 
les  autres  mathématiciens,  dont  les  travaux  ont  le  plus  contribué 
à la  perfectionner.  L’ensemble  des  recherches  que  nous  venons 
de  mentionner  constitue  l’addition  la  plus  importante  qui  ait  été 
faite  de  nos  jours  à la  théorie  générale  des  équations  différentielles. 

Ayant  exposé,  dans  les  premiers  chapitres  de  ce  travail,  la 
méthode  de  Jacobi  pour  l’intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  je  vais,  pour  terminer,  présenter  les 
théorèmes  les  plus  importants  sur  lesquels  repose  la  théorie  de 
l’intégration  des  équations  de  forme  canonique. 

124.  Prenons  le  système  canonique  des  équations 


*)  Crelle’s  Journal,  Bd.  LX , Heft  l und  2 (1861 — 62):  ,,Nova 
niethodus  aequationes  differentialcs  partiales  primi  ordinis,  etc.  /luctorc 

C.  G.  J.  JaeoM.  ** 
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idxx  dx.2, 

dt  ~ dyi  dt  ’ 

dyi dH  dy^  __ 

dt  dxi  ^ dt  ~~  dx^*  * * * 

où  l’on  suppose 


dxn dH 

dt  dyn 

dt  ~~  dXn 


H — P {t)  Xm  y\9*’*  y 11)9 


F désignant  une  fonction  donnée  de  ty  Xn,  yif»  yn- 

On  appelle  intégrale  des  équations  différentielles  (1)  une 
équation 

ü=za. 


dans  laquelle  a est  une  constante  arbitraire,  et  V une  fonction 
de  t,  Xi,..,  Xji,  yifj  ym  «e  renfermant  point  a,  et  telle,  déplus, 
que  sa  dérivée  totale  par  rapport  à t se  réduise  identiquement 
à zéro,  lorsqu’on  élimine,  au  moyen  des  équations  données  (1), 
les  dérivées  des  fonctions  Xi,,.,  Xn,  yrn  prises  par  rapport 

à cette  variable  t. 


125.  La  dérivée  totale  de  la  fonction  ü par  rapport  à t a 
pour  expression 


^_djü  dü^  dü  d^  djüd^ 

dt  dt  * 0.ri  dt  dt^'*  ' dxn  dt  * %»  dt 


cJ/H 

Si  l’on  y substitue  les  valeurs  de  tirées  des  équa- 


tions (1),  on  devra  avoir  identiquement 


dt  ^ dxi  dyi  dyi  dxi  dxn  dyn  dyn  dxn~~  ’ 


identité  qui  peut  encore  s’écrire,  au  moyen  de  la  notation  de 
Poisson,  sous  la  forme 

(2)  ^ + (t7,  //)  = 0. 

Donc  l’équation  (2)  fournit  le  critérium  d’après  lequel  on  peut 
juger  si  une  fonction  donnée  JJ,  égalée  à une  constante  arbitraire, 
représente  ou  non  une  intégrale  des  équations  (1).  Si  Ton  sub- 
stitue, par  exemple,  à la  place  de  ü dans  l’équation  (2),  on 
voit  que  le  second  terme  du  premier  membre  prend  la  forme 
H),  et  par  suite  se  réduit  à zéro;  il  reste  alors  le  terme 
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qui  est  aussi  égal  à zéro , lorsque  H ne  eontient  pas  t ex- 
plicitement. C’est  ce  qui  a lieu  effectivement  pour  les  équations 
de  la  Dynamique  de  ta  forme  hamiltonienne,  dans  le  cas  où  l’on 
peut  appliquer  le  principe  des  forces  vives.  Alors 

H — const, 

est  une  des  intégrales  des  équations  (1),  ©t  s’appelle  l’intégrale 
des  forces  vives.  Mais  il  n’en  est  plus  ainsi  dans  le  cas 
plus  général  que  nous  considérons  actuellement,  et  dans  lequel 
on  suppose  que  H contient  t explicitement. 

126.  La  solution  complète  des  équations  (3)  se  compose  de 
2w  intégrales  distinctes,  renfermant  2?^  constantes  arbitraires.  En 
résolvant  les  équations  intégrales  par  rapport  à ces  constantes, 
on  pourra  les  ramener  à la  forme 

gpj  zr:  «J,  ~ rpn  — ant 

'Ipl  = 6j,  XfJ2,  = Ô2,  ..,  'Ij^n  ™ àn- 

«1,  61,..,  aji,  bn  représentant  des  constantes  arbitraires,  et  cpi, 
ipi,..,  q)n,  '^n  des  fonctions  de  t,  œi,  Vn,  ne  renfermant 

point  ces  constantes,  et  satisfaisant  chacune  à la  condition  (2). 

Démontrons  maintenant  la  proposition  qui  sert  de  base  à la 
théorie  de  l’intégration  des  équations  (1). 

Tîiéorème  I.  Si  l’on  connaît  n intégrales  des  équations  (I), 
(3)  cpi  — «1,  «pa  — «2»  - • J 


telles  que  la  condition 


(4) 


m=\  dp  m ^f/m 


|^)  = ü 

VX  mj 


soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n des  indices  ^ et 
les  n autres  intégrales,  qu’il  faut  joindre  aux  intégrales  don- 
?nées  (3)  pour  obtenir  le  système  complet  des  équations  qui  con- 
tiennent la  solution  des  équations  (1),  s’obtiendront: 


En  intégrant  la  diü'éreulielle  exacte 

2^1  dxx  + . . + yndxn  — it,  x^ , . . , Xm  , yn)  dt, 

[ où  l’on  aura  remplacé  2/i3**3  2/«  leurs  valeurs  tirées  des  équa 
tions  (3); 


1 1 


102 


îmschenetsky:  Sur  l'intégration  des  équations 


2^.  En  égalant  à de  nouvelles  constantes  arbitraires  bn 
les  dérivées  partielles  de  l’intégrale  de  la  différentielle  précé» 
dente,  prises  par  rapport  à «i,..,  a». 


127.  Les  conditions  données  (4)  font  voir,  en  vertu  du  Théo- 
rème II  du  §.17,  que  les  valeurs  de  yi,..,  yn,  tirées  des  équa» 
tions  (3),  satisfont  aux  conditions 


(5) 


^yi  _ 

dxk  dxi  ’ 


pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n des  indices  i et  k;  par  consé» 
quent,  l’expression  yidxi-{-.. yndxn  est  une  différentielle  exacte 
par  rapport  aux  variables  Xiy..,  Xn.  De  plus,  si  l’on  désigne  par 
(H)  le  résultat  de  la  substitution  des  valeurs  de  yn  dans 

la  fonction  F(t,  Xi,..s  Xn,  yii*->  nous  allons  démontrer 

que  l’expression 

(0)  yi  dxi  + . . -f  yndxn  — {H)  dt 

est  aussi  une  différentielle  exacte,  par  rapport  à Xi,...,  x„,  t. 
Pour  cela,  il  suffit  de  vérifier  que  les  conditions 

^(H)  dyi 

' dxi  dt 

sont  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  de  f=l,  2,..,  n. 

Or  on  a 


dxi  ~~  dxi  dyi  dxi  dyn  dxi 

ou,  en  vertu  de  l’égalité  (5)  et  des  équations  données  (I), 

d{H)  _ _ ^ ^ 

dxi  dt  ^ dt  dxj  dt  dxù 


Nous  avons  supposé,  de  plus,  qu’au  moyen  des  équations  (3),  yi 
est  exprimé  en  fonction  de  t,  Xi,..,  Xn\  par  suite 

^ I ^ ^ I 1 

dt  dt  ^ dxi  dt  '"^dxn  dt  * 

Substituant  cette  valeur  de  dans  l’égalité  précédente , il  vient, 
après  réduction, 


d{H)  _____ 
dxi  dt 
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et  cette  égaiité  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  ^=1,  2,..., 
ce  qu’ii  fallait  démontrer. 

En  intégrant,  par  la  méthode  connue,  la  différentielle  exacte 
(6),  on  détermine  son  intégrale  V en  fonction  des  variables  t, 
Xif.,,  Xn  et  des  constantes  «î,..,  ««,  et  en  outre,  d’une  constante 
qui  y entre  par  simple  addition.  On  aura,  par  conséquent. 


(7) 


et 


(a) 


~ — 2/2’  • • > - 2/»- 


(m 

St  ~~ 


Les  n premières  de  ces  équations  représentent  évidemment  les 
équations  (3),  résolues  par  rapport  à yj,...,  yn\  la  dernière  est 
une  identité. 


128.  Passons  maintenant  à la  seconde  partie  du  théorème, 
et  démontrons  que  les  équations 


(8) 


dj^ 


dv_ 

dax. 


dJ^ 

ddn 


— bn 


sont  des  intégrales  des  équations  (î).  Pour  cela,  il  suffira  de 
vérifier,  d’après  ce  qui  a été  établi  tout  à l’heure,  que  les  diffé- 
rentielles totales  par  rapport  à t des  premiers  membres  des  équa- 
tions (8)  se  réduisent  à zéro  par  l’élimination  des  dérivées 

^LüOfi 

au  moyen  des  équations  (1).  En  effet,  on  a 


zz 

zz 

zz 

düi 

düi 

dai 

1 

Sui  dxi 

dXn 

dt 

~ ht 

T 

dxi  dt  ^ ‘ 

dXn 

dt' 

ou,  en  intervertissant  l’ordre  des  différentiations  partielles  de  la 

fonction  F, 

i 

(aj  r\ 

1 Oüi 

-lie 

1 

sZ 

^ dxx  dxi 

~TaT~  dt  + • • • ' ' 

ÔXn 

dx  U 

dt 

doi 

-r  - 

Soi 

dt  ’ 

Ensuite,  en  ayant  égard 

aux  équations  (7)  et  (o),  et 

éliminant,  à 

dxx 


dxr, 


l’aide  des  équations  (1),  les  dérivées  vient 
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Soi  _ _ BOi) 

dt  dai  dai  ô?/j  ‘ * * dai  dÿn 

Mais,  d’après  îa  manière  dont  nous  avons  défini  la  quantité  (//), 
on  a 

dai  di/i  a«î  ’ ‘ ' dÿn  dai 

Donc  le  second  membre  de  Téquation  précédente  se  réduit  iden- 
tiquement à zéro,  et  par  suite  ii  en  est  de  même  du  premier,  de 
sorte  qu’on  a 


= 0, 


i' 

c 


pour  toutes  les  valeurs  de  ^=:l,  2,..,  n. 
démontré. 


Le  théorème  est  donc 


î29.  La  démonstration  précédente  conduit  à des  conclu- 
sions importantes,  savoir,  que; 

1^.  Le  problème  de  l’intégration  des  équations  (î)  est  résolu 
dès  que  l’on  connaît  la  fonction  F,  puisqu’alors  les  équations  (7) 
et  (8)  fournissent  le  système  complet  des  2/2  intégrales  des  équa- 
tions données. 

2^.  La  fonction  V peut  être  déterminée  immédiatement  de 
la  manière  suivante.  L’équation 


(«) 


dV 


comme  nous  l’avons  déjà  remarqué,  doit  avoir  lieu  identiquement. 
Or  son  second  terme  (H)  représente  le  résultat  de  la  substitution' 
dans  la  fonction  F {t,  oci, . . , Xn,  des  valeurs  de  y^i..,yn 

tirées  des  équations  (3),  et  ces  valeurs  sont  les  mêmes  que  celles 
que  donnent  les  équations  (7).  Par  conséquent,  la  fonction  V 
. doit  changer  en  identité,  c’est-à-dire  vérifier  l’équation 

dV  dV  dV 

^1. 

Comme  la  fonction  F,  outre  les  variables  t,  .Tj,..,  Xn,  doit  con- 
tenir n constantes  arbitraires  Oi,..,  On  (sans  compter  celle  qui  y 
entre  par  simple  addition),  ii  s’ensuit  de  là  qu’elle  doit  être  dé- 
terminée comme  une  des  intégrales  complètes  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (9). 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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ioO.  Les  coîicîusions  précédentes,  déduites  comme  conséquences 
du  Théorème  î,  ont  une  telle  importance  pour  la  théorie  de  l’in- 
tégration des  équations  (1),  qu’il  ne  sera  pas  inutile  de  les  dé 
montrer,  ou,  pour  mieux  dire,  de  les  vérifier  directement. 

I 

I!.  Si  F représente  une  des  intégrales  com- 
plètes de  l’équation  (9)  [c’est-à-dire  une  intégrale  renfermant,  outre 
la  constante  qui  y entre  par  simple  addition,  n constantes  arbi- 
traires Uj,..,  «n,  de  telle  manière  que  ces  dernières  ne  puissent 
être  toutes  éliminées  qu’en  faisant  usage  de  toutes  les  n^l 
équations  qui  donnent  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  la 
fonction  F par  rapport  à .2^1,..,  Xn,  t\,  cette  intégrale  complète 
jouira  des  propriétés  de  la  fonction  principale  de  Hamilton, 
c’est  à-dire  qu’elle  donnera  le  système  complet  des  2w  intégrales 
des  équations  (î),  sous  la  forme  des  équations  (7)  et  (8),  parce 
que  les  équations  différentielles  (î)  sont  une  conséquence  directe 
de  ces  intégrales. 

En  prenant  une  des  équations  (8), 


et  la  différentiant  totalement  par  rapport  à t,  on  trouve 

. _AZ_  ^ _i.‘  . A 

^ daihi  ^ düidxi  dt  * * • ■«  Qaidxn  dt 

Si  l’on  différentie,  d’autre  part,  l’équation  (9)  par  rapport  à «i,  et 
qu’on  ait  égard  en  même  temps  aux  équations  (7),  il  vient 


(c) 


02  F 0F 


didai  ^ 0yi  dxidai 


02  F 0F 

n., . F • • • “f" 


02  F 


dyn  dxndoi 


= 0. 


En  faisant  successivement,  dans  les  équations  (6)  et  (c),  z = 1, 
2,..,  91,  on  obtiendra  deux  systèmes  d’équations,  par  la  compa- 

' raison  desquels  on  voit  aisément  que  les  valeurs  de 

tirées  du  premier,  sont  identiques  respectivement  avec  les  valeurs 
0F  0F 


de  la  forme 


J tirées  du  second.  Par  suite,  n des  équations  (1), 


dxi 0 F 

dt  diji  ’ 


sotd  une  conséquence  nécessaire  des  équations  intégrales  (7)  et 
(8),  c’est  à-dire  qu’elles  sont  satisfaites  par  ces  intégrales. 
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131.  On  peut  donner  à la  conclusion  précédente  une  plus 
grande  rigueur,  et  en  même  temps  montrer  plus  clairement  la 
nécessité  de  la  condition,  que  V soit  une  intégrale  complète  de 
l’équation  (9). 

En  retranchant  les  équations  (c)  des  équations  (6),  on  obtient 
n équations  de  la  forme 

^ ^ daidxi\  dt  dyi)  " ' daidxnK  dt  dyn)  ’ 

pour  les  valeurs  de  f=:l,  2,..,  n,  Si  l’on  considère  dans  ces 
équations  les  quantités 

dxi  dF  dxn  BF 

dt  dyi  ’ “ ’ dt  dyn 

comme  des  inconnues,  il  en  résulte  alors  de  deux  choses  l’une: 
1®  ou  chacune  de  ces  inconnues  est  égale  à zéro,  2®  ou  le  dé- 
terminant formé  avec  les  coefficients  des  équations  {d)  est  nul. 
Or  ce  déterminant  peut  se  mettre  sous  la  forme 


BF 

^Bxn 

Büi  ’ “ 

’ Bai 

fl 

t Bttn  Bün 


et  l’hypothèse  de  ^ = 0 entraînerait  comme  conséquence  la  pos 
sibilité  d’éliminer  toutes  les  constantes  «i,...,  en  ne  faisant 
usage  que  des  n premières  équations  du  système 

.Tl,..,  Xn,  «1,..,  dn). 


0^  — — üiu  (t } X\  s • • J Xfi , Uj  , . . , Um)  , 

BY 

0^  F (t,  Xi  J . . J Xn  t • J d)n)f 

qui  donne  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  V par 
rapport  à x^,,.,  Xn»  t;  ce  qui  est  contraire  à la  condition  que  V 
soit  une  intégrale  complète  de  l’équation  (9).  Donc,  etc. 

Des  comparaisons  analogues  font  voir  également  que  les  valeurs 
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dxi ^ Al  dxn dF  _ A« 

dt  %i  A di  dyn  ~ A 


Il  tirées  des  équations  (6)  et  (c),  sont  complètement  déterminées, 
puisque  Ai.--^  A«  peuvent  s’annuler,  non  plus  que  A»  et  par 
I la  même  raison. 


132.  Démontrons  maintenant  que  la  seconde  moitié  des  équa- 
tions (1)  est  satisfaite  par  les  équations  intégrales  (7)  et  (8).  En 
différentiant  l’équation  (9)  par  rapport  à xi,  et  ayant  égard  à la 

condition  ainsi  qu’aux  équations  (7),  il  vient 


^ I ^F  dÿi  _ 

ht  ^ dxi  * 0^1  dxi  ^ ^ dyn  dxn  ~~ 


I En  diflférentiant  ensuite  par  rapport  à t l’équation  yi  = ^ » on 
trouve 

dyi  _ ^ ^ , I 

dt  0^  ^ dx^  dt  * * * ‘ * • ^Xn  dt  * 

Ajoutons  cette  équation  à la  précédente,  après  avoir  transposé 
dans  le  second  membre  de  celle-ci  tous  les  termes,  à l’exception 

L,  -i  ' f 
de  ô — ; il  vient 

|;  dXi 


dyi  dF dyi_  fdx^  __  d^  /dxn  dF  \ 

dt  ^ dxi  dxi  V dt  dyiJ  ^ ^ dxn  V dt  dyn)  ’ 


mais,  d’après  ce  qui  a été  démontré, 

dxi dF  dxn dF  ^ 

dt  dyi  ’•••*’  dt  dyn  ’ 

par  conséquent, 

dyi  ^ d^ 

dt  “*  dxi  * 

et  des  égalités  semblables  auront  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de 
i = 1,  2,..,  n.  Donc  le  théorème  est  démontré. 


133.  La  démonstration  de  la  proposition  précédente  peut  en- 
core se  présenter  sous  cette  autre  forme. 

En  appliquant  la  méthode  de  Jacobi  à l’intégration  de  l’é- 
quation aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(9)  f y -Y  (t,  ^1 , . . , Xn»  y\i  ' ' » y II}  — 0, 
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où  l'on  pose,  pour  abréger,  et  généraieiuent  ^ on 

obtient  les  n équations 

f\{t,  ^2^1,..,  Xfii  , jÿn)  = Oj, 

Xm  y<2.i-'»  yrii  fti)  ~ Oif, 

\ fn{t)  ^1,..,  Xn»  yji)  ün—l)  ™ f/ji , 

Oi,  ‘,  (in  étant  des  constantes  arbitraires,  et  les  fonctions 
étant  déterminées  de  manière  à satisfaire  aux  conditions 

(/,/,)  = 0,  et  (fi,fk)  = Q, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n des  indices  i et  k. 


En  éliminant  les  constantes  «i,*.,  «w_i  des  premiers  mem- 
bres des  équations  (iO),  au  moyen  de  ces  équations  elles  mêmes, 
on  réduira  ces  équations  à la  forme 

(11)  Hi  ~ (II,  H2,  “ (l^,>.,  Hji  ™ On, 

Hi,..,  En  étant  des  fonctions  de  t,  Xi,..,  Xn,  yit  -^  y»  ne  con- 
tenant par  la  variable  y,  et  telles  qu’on  ait,  en  général, 

Ei  ^ fi{t,  Xi,..,  Xjii  yU"}  ytiy  fl,  E^^y,  Ei—\). 

En  vertu  de  ce  qui  a été  démontré  au  §.  21,  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (11)  doivent  satisfaire  aux  conditions 

(fEi)  = 0,  et  {Ei,Ek)=-Q, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n des  indices  i et  k. 

La  première  série  de  ces  conditions  démontre  que  les  équa- 
tions (11)  sont  des  intégrales  des  équations  (I).  En  effet, 


dF 

ar 

dJHi 

dt 

m — n 

dF 

dXm* 

ZRi 

S^m 

II 

1, 

« 1 

+ ^ 
m=l 

dF 

dym 

dffi 

ce  qui  démontre,  d’après  la  condition  (2),  que  l’équation  Ei  = ai 
est  une  intégrale  des  équations  (1). 

Les  conditions  {Ei,  //jt)  = 0 sont  celles-là  mêmes  qui,  d’après 
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le  Théorème  I (art.  126),  doivent  être  satisfaites  par  les  fonctions 
Par  suite,  l’intégrale  de  l’expression 

yidXi-\- . .-{^yndxn  — Xi,,.,  Xn,  yn)dt. 


où  yif,  yn  doivent  être  remplacés  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (10),  jouit  des  mêmes  propriétés  que  la  fonction  V du 
Théorème  I. 

134.  Remarque.  Dans  la  démonstration  du  Théorème  I, 
nous  avons  vu  que  l’expression  (6)  doit  être  une  différentielle 
exacte.  On  peut  démontrer  de  la  même  manière  que  l’expression 


x:idyi^..i^Xndyn-jrF(t,  yi,->,  yn)dt 

doit  être  une  différentielle  exacte,  si  l’on  y remplace  Xi,...,  Xn 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (3).  11  est  facile  de  voir, 

d’après  cela,  que,  si  l’on  désigne  par  W l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle précédente,  ou  une  intégrale  complète  de  l’équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 

/ION  IP/. 

(12)  3^,,. ÿ„)  - 0, 

on  pourra  mettre  le  système  complet  des  2w  intégrales  des  équa- 
tions (1)  sous  la  forme 


dW 

dW 

dui 


dW 


dW 


dW  _ 
dyn  ~ 
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135.  La  Remarque  précédente  nous  offre  un  exemple  de  la 
manière  dont  le  même  problème  de  l’intégration  des  équations 
(1)  peut  être  ramené  à l’intégration  d’équations  aux  dérivées  par- 
tielles de  formes  différentes,  (9)  ou  (12),  suivant  le  choix  que 
l’on  a fait  des  variables  indépendantes.  Cela  nous  donne  l’occa- 
sion d’exposer  la  méthode  tout  à fait  générale,  indiquée  par 
Jacobi  (Nova  methodus,  p.  122,  §.  57),  pour  le  changement 
I de  variables  tant  dans  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  que  dans  le  système  d’équations  canoniques  qui 
lui  correspond;  méthode  qui  fournit  des  équations  transformées 
du  même  type  que  les  équations  primitives. 
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La  forme  générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  peut  être  représentée  par 

0^  T * (tj  • • J 


(J) 


dV 


0^1*’  ’ d.Zn 

8V 


) = 0, 


ou,  en  posant  généralement  , 

0F 

0^  3 • J y\ > • • J .^n) • 

Le  système  canonique  correspondant,  dont  l’intégration  complète 
dépend  de  la  détermination  d’une  intégrale  complète  de  l’équation 
(A),  se  composera  des  2n  équations 


(B) 


dxi  0F  dyi 0F 

dt  dyi  ’ dt  00^1  ’ 


i désignant  successivement  chacun  des  nombres  1,  2,..,  n. 


L’équation  (A)  donne  l’expression  de  l’une  des  dérivées  par- 

0F  . . 

tielles  en  fonction  des  autres  dérivées  partielles  y»  et  i jç 

des  variables  indépendantes  #,  Xi,.,.,  Xn\  donc  elle  est  é qui  va-  F 
lente  à l’équation 

(O  É?F  — F(<,  Xnt  yi,>,,  yn)dt-lyidxi  A-  ..-)ryndxny 

et,  si  nous  exprimons  l’équation  (C)  au  moyen  des  nouvelles  va- ! *‘ 
riables,  nous  transformerons  en  même  temps  l’équation  (A),  et  i 
par  suite  aussi  les  équations  (B), 


136.  Conservons  la  variable  t sans  changement,  et  introdui- 
sons, au  lieu  de  Xi,..,  Xn,  de  nouvelles  variables  9'i,..,çn.  Pour 
cela,  entre  les  anciennes  variables  et  les  nouvelles  on  devra 
donner  n équations.  En  supposant  l’existence  de  ces  équations, 
sans  toutefois  spécialiser  leur  forme,  prenons  une  fonction  entière- 
ment arbitraire  IJ  des  anciennes  variables  t,  Xi,,.i  Xn,  et  des  «u 
nouvelles  qn-  En  faisant  subir  des  accroissements  infiniment  i 

petits  aux  variables  de  l’un  des  systèmes,  celles  de  l’autre  sys-  | 
tème  prendront  des  accroissements  infiniment  petits  correspon- 
dants, et  la  différentielle  totale  de  la  fonction  IJ  aura  pour  ex-  Di 
pression  * j i; 

0F  , 0F  , 0F  , 0F  , 0F  , i 

Si  l’on  retranche  de  cette  équation  l’équation  (F),  il  vient 


I 
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d(U—r)  = + Xi,..,  Xn,  yi,..,  y»)  I dt 

fdü  \ , /dU  \ , at7  , BU  ^ 

+ - ÿ‘)  + ■ • + Vëi;;  - !/-)  +•• +07„  ‘^9”- 

Comme  la  dépendance  entre  les  anciennes  variables  et  les  nou- 
velles n’est  pas  encore  fixée,  déterminons -la  de  telle  manière 
que  l’on  ait 

dXi  “■  dXi  ’ ’ dXn 

En  désignant,  de  plus,  par  W la  différence  des  deux  fonctions  LJ 
et  F,  nous  donnerons  à l’équation  précédente  la  forme 

dW  — + ^n,  ^n)J  dt 

dü  , dü ^ 

+ 

Dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation,  le  coef- 
ficient de  dt  représente  évidemment  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à de  la  fonction  IF  = (7  — F;  voyons  comment  s’expriment 
les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  par  rapport  à çi,.., 

Pour  cela,  en  différentiant  W par  rapport  à qt,  et  considérant 
Xi,..,  Xn  comme  des  fonctions  de  cette  variable,  on  a 


aD^_a(t7-F) 

a^i  dqt 


a^i  ^ dxi  dqi  “^  * * * dxn  ^qi  ^Xi  dqi  ’ * ' dxn  ^qi 

dü  /a ü aF\a^i  /au  a f \ dxn 

dqi  ^ \dxi  dxiJ  dqi  Va^rn  dxn)  dqi  * 

ou,  en  vertu  des  équations  (Z)), 


(E) 


ajF 

dqi 


au 

dqi 


Des  équations  semblables  auront  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de 
i = 1,  2,..,  n.  Donc 


dW=[-~  + F(i.  X,, 


•»  ^n,  IJi  > • • , yn)  I dt 

dW  , dW  , 
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Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  exprimer  le  coefficient  de  dt 
au  moyen  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  W et  des  varia- 
bles qi,..,  Çn-  Pour  cela,  en  ayant  égard  aux  équations  (/)), 
nous  le  ramènerons  à la  forme 


0^  “f"  F {tf  üûn 


dü 


dæi  ''  8a:) 


), 


sous  laquelle  il  ne  contient  que  les  variables  a:n  et  Çi,.. 

qn-  Si  ensuite,  à l’aide  des  équations  (£),  on  exprime  Xi,.. 

c A . 8W  8W  , , 

Xn  en  lonction  de  t,  Çi,..,  qm  ramènera  le 

coefficient  considéré  à la  forme  demandée.  En  représentant  cette 
forme  par 

8W  dW^ 

<p(t,  l/l,---,  qn, 

on  aura  ainsi 

^W7  7,  SW"  . SW'.  . 8W, 

dW=-g>(t,  9i,..,  qn,  8^’  ’8^)dt  + ^dÿ,+..-i^g—dqn- 

De  cette  manière,  l’équation  (C)  se  trouve  exprimée  au  moyen 
des  nouvelles  variables,  et  comme  elle  est  maintenant  équivalente 
à celle-ci 


(J') 


djv 

8t 


8w  aip. 


+ qi,--;qn,  > ■ • > — 0. 


cette  dernière  équation  représente  la  transformée  de  l’équation 

8W 

{A).  Enfin,  si  l’on  pose  généralement  = pi,  on  pourra  écrire 

immédiatement  le  système  canonique  correspondant  à l’équation 
{A'),  et  composé  des  2n  équations 


(B') 


dqi  8q)  dpi 8(p 

dt  dpi  dt  8qi^ 


pour  ^ = 1,  2,..,  w;  et  ce  système  représente  le  système  {B)  ex- 
primé au  moyen  des  nouvelles  variables. 

137.  Dès  que  l’on  connaîtra  l’intégrale  complète  de  l’une  des 
équations  (A)  ou  (A'),  l’intégrale  complète  de  l’autre  pourra  se 
déterminer  au  moyen  de  la  relation 

WF  ü. 

En  effet,  supposons  connue  l’intégrale  complète  de  l’équation  (A'), 
^ Ç'i,  -,  qn,  «1,..,  a„)-fcon8t.. 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


Ch.  Ml,  §.  173 


etn  étant  des  constantes  arbitraires.  Au  moyen  de  la  rela- 
tion précédente,  on  aura 

V = ü — % — const., 

et  les  variables  Çi,..»  çn,  qui  entrent  dans  les  fonctions  ü et 
pourront  être  exprimées  en  t,  Xn,  au  moyen  des  n équa- 

tions {E). 

Si,  au  contraire,  on  connaît  l’intégrale  complète  de  l’équa- 
tion (A), 

.Tl,..,  Xny  fli,..,  ««)+ const., 

on  aura  alors 

W=  U — 'ijj  — const, 

et,  dans  l’expression  de  W,  les  variables  Xi,..,  Xn  pourront  être 
éliminées  au  moyen  des  n équations  (/>). 

Si  l’on  fait,  en  particulier. 


Î7  — <^191  “f"  • • “l~  XnÇni 

on  trouvera  que  les  équations  (Z>)  et  (E)  prendront  la  forme 

dV  dW 

Par  conséquent,  les  équations  (C),  (A)  et  (B)  se  transformeront 
dans  les  suivantes. 


(C,) 


(^i) 

(B,) 


dW=  F(t, 


SW  SW 


+ 


SW  , 

+...+ 


SW, 


SW 


SW 


St 


8ir 


Çn)  = 0, 


dqi _ ^ djpi ^ 

dt  dpi  ’ dt  dqi  * 


pour  1=1,  2,..,  n. 

|!  Les  équations  (.4)  et  (Ai)  ont  évidemment  entre  elles  la 
:l  même  corrélation  que  les  équations  (9)  et  (12)  du  paragraphe  pré- 
! cèdent;  donc  la  dépendance  entre  les  intégrales  des  deux  pre- 
; mières  équations  ou  entre  les  intégrales  des  deux  dernières  s’ex- 
I primera  de  la  manière  suivante. 
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W -i-  V=  ..  = xiyi  + . . + Xnyn- 


§.  29. 


138.  Les  conclusions  générales  relatives  à la  théorie  de  l’in- 
tégrations  des  équations  canoniques  de  la  forme  générale  (1)  s’ap- 
pliquent aussi  au  cas  particulier,  qui  représente  les  équations 
du  mouvement  dans  les  questions  où  le  principe  des  forces  vives 
a lieu,  et  pour  lequel  la  fonction  donnée  H ne  contient  pas  t 
explicitement;  c’est-à-dire  qu’elle  est  de  la  forme 

H f , Xm  y\>  • • 9 yn) • 

Les  équations  différentielles  conservent  leur  type  primitif 

dxi dH  dyi dH 

^ dt  dyi’  dt  ~ dxi 

pour  i = 1,  2,...,  w;  mais  maintenant  la  variable  t n’y  entre  que 
par  sa  différentielle  dt.  En  éliminant  celle-ci,  on  a les  2w  — l 


équations 

dxx  dxn dyi  dyn 



dyi  dyn  dxi  dxn 


entre  les  seules  variables  Xi,  yi,.,.,  Xn,  yn-  L’intégration  com- 
plète de  ce  système  d’équations  donnera  les  expressions  de  toutes 
les  variables  en  fonction  de  l’une  d’entre  elles,  de  Xi,  par  exemple, 
et  de  2w — 1 constantes  arbitraires  «i,...,  Si  l’on  porte 


A V' 

ces  expressions  dans  i équation  ~ 


on  obtiendra  la  der- 


nière intégrale  du  système  (1),  la  seule  qui  renfermera  i explici- 
tement, au  moyen  d’une  quadrature. 


t -|“  Cl2n 


=/ 


dxi 


dH 


Cela  fait  voir  que  le  système  complet  des  intégrales  des 
équations  (1),  résolues  par  rapport  aux  constantes  arbitraires, 
peut  être  représenté  par  2«  — 1 équations  de  la  forme 

«I  = cpù 

et  par  une  équation  de  la  forme 


«271  — (p2n  — tf 
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(Pi  et  (p2n  désignant  des  fonctions  qui  ne  contiennent  pas  t expli- 
citement. La  méthode  générale  du  §.  27  donne  les  intégrales  des 
équations  (1)  précisément  sous  cette  forme,  mais  par  une  voie 
plus  simple. 

J39.  D’après  la  remarque  que  nous  avons  faite  au  commen- 
cement du  §.  27,  en  posant 

(2)  H = const.  = h J 

nous  aurons  immédiatement  une  des  intégrales  ne  contenant  pas 
t des  équations  (1).  Supposons  qu'avec  cela  on  connaisse  encore 
n — \ autres  intégrales  de  ces  équations. 


(3)  (pi  — «1,  9^2  — ^2  > • * » (pn—\  — fln—\y 

On— 1 étant  des  constantes  arbitraires,  et  qpi,...,  cpn-\  des 
fonctions  de  Xn,  yn>  ne  contenant  pas  t explicite- 

ment, et  satisfaisant  aux  conditions 

(4)  {(pu  (pk)  = 0, 

pour  toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n — l des  indices  i et  k. 

Sous  ces  conditions,  il  est  facile,  à l’aide  du  Théorème  1 du 
§.  27,  de  déterminer  les  intégrales  restantes  des  équations  (1).  La 
démonstration  de  ce  Théorème  se  trouve  même  simplifiée.  En 
effet,  l’expression 


yidxi  ..•^yndXn--f{Xi,..,  Xn,  yi,  -,  yn)dt, 

en  y substituant  les  valeurs  de  yn  tirées  des  équations  (2) 

et  (3),  devient  une  différentielle  exacte,  puisque  les  égalités 

auront  lieu  pour  toutes  les  valeurs  1,  2,...,  n des  in- 
dices i et  k,  en  vertu  des  conditions  (4)  et  de  la  supposition  que 
les  équations  (3)  représentent  des  intégrales  indépendantes  de  t 
des  équations  (l). 


Ensuite,  les  égalités  = \{H)  représentant  ce  que 

devient  / lorsqu’on  y substitue  les  valeurs  de  yi,..,  yn\  sont  sa- 
tisfaites pour  toutes  les  valeurs  de  2,..,  w,  parce  que  yt  ne 

contient  pas  explicitement  t,  et  que,  l’équation  (2)  étant  du  nombre 
de  celles  qui  ont  servi  à déterminer  les  valeurs  de  yi,...,  ym  la 
substitution  de  ces  valeurs  réduit  identiquement  son  premier 
membre  à la  constante  h. 


L’intégrale  de  la  différentielle  exacte  précédente  a pour  expression 
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ü=  V—ht, 

V désignant  l’intégrale  de  la  dijOTérentielle  exacte 
yidxi  + . . . + yndxn- 


En  vertu  du  Théorème  I du  §.  27,  les  n intégrales  cherchées  des 
équations  (1)  s’obtiendront  en  posant 


dV 


dV 


(5) 


dJl_  

dai  ôoi  !»•  • • a Qan-i  dan-1 


= 6n-l 


dh~dh 


bn—i,  g désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires.  En 
effet,  si  l’on  représente  par  a une  des  constantes  arbitraires  «i,.. 
a„_i,  h,  on  a 


0F 

(L  O 

oa 

a®*" 

®0a 

dxi 

..  + 

a®*" 

da 

dxn 

dt 

dxi 

~dï  + ■ 

Bxn 

~di 

a-^ 

dxi 

dÿi  + 

...  + 

dV 

^dx„ 

dH 

ôa 

da 

dy„ 

Sa  ’ 


ou  enfin 


ci  O 
oa 


d(H) 


dt  da 


Or  l’expression  {H)  est  identiquement  égale  à h\  donc,  pour 
a = «1 , . . , On— 1,  on  a 


dt 


= 0, 


et,  pour  a — h, 


Donc  on  a identiquement 


dt 


= 1. 
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pour  toutes  les  valeurs  de  a~  ai,..,  On—i,  h. 


140.  Remarquons  que  l’égalité 


g~  n’est  pas  détruite. 

lorsqu’on  prend  les  dérivées  partielles  de  ses  deux  membres  par 
rapport  à a.  On  aura  donc,  pour  toutes  les  valeurs  I,  2!,...,  n 
des  indices  i et  k. 


dxk 


Oonc  le  système  des  intégrales  (5)  peut  s’obtenir  sans  déterminer 
la  fonction  V,  et  en  intégrant  une  suite  de  différentielles  exactes; 
et  il  pourra  se  mettre  sous  la  forme  générale 


en  faisant  successivement  i = 1,  2,...,  n — 1. 


Quant  à la  détermination  immédiate  de  la  fonction  V,  il  est 
dV  dV 


clair  que  les  valeurs  yi  = 


yn 


-K — doivent  être  iden- 

vXn 


tiques  avec  celles  que  l’on  tire  des  équations  (2)  et  (3)  ; donc  la 
fonction  V doit  nécessairement  changer  en  identité  l’équation 


et  il  suffit  qu’elle  soit  déterminée  comme  intégrale  complète  de 
cette  équation. 


j 141.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  ne  s’applique 
pas,  il  est  vrai,  avec  le  même  avantage  à la  résolution  des  diffé- 
rentes questions  de  Dynamique,  de  nature  plus  ou  moins  com- 
pliquée. Ayant  seulement  en  vue  d’éclaircir  par  des  exemples 
particuliers  la  théorie  précédente  de  l’intégration  des  équations 
de  forme  canonique,  je  vais  traiter  une  des  questions  les  plus 
simples,  à la  solution  de  laquelle  elle  s’applique  sans  aucune 
difficulté. 


Considérons  le  problème  du  mouvement  d’un  point  matériel 
attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  exprimée  en  fonction  de 
i distance. 


12 
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Prenons  le  plan  dans  lequel  doit  s’effectuer  le  mouvement 
pour  plan  des  coordonnées  rectangulaires  æ,  y,  dont  l’origine  est 
au  centre  d’attraction;  désignons  par  r le  rayon  vecteur  du  point 
mobile,  et  par  ç?(r)  la  force  accélératrice  qui  agit  sur  ce  point 
dans  la  direction  du  centre  d’attraction.  En  considérant  les  coor- 
données ^ et  2^  du  mobile  comme  des  fonctions  du  temps  on  a» 
pour  les  expressions  générales  des  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice parallèles  aux  axes  coordonnés,  et  D’un  autre 

côté,  ces  mêmes  composantes,  dans  le  cas  actuel,  ont  pour  va- 


X 


leurs  respectives  — “ W ©t  — ^ ç)  (r).  Donc  les  équations  du 


mouvement  sont 

(1) 


dt^  ' 


en  faisant  = a:*  -f  y^. 


Pour  obtenir  l’intégrale  des  forces  vives,  ajoutons  les  équa- 
tions (1),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  dy, 
ce  qui  donne 


dxd^x  -f  dyd^y  xdx  -|- 

= - 9>  « 


OU 


+ (S) 

d’où  Ton  tire,  en  intégrant, 

(2)  + y'^)  +/9  (f)  dr  = const.  = A, 


x\  y'  étant  les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  parallèlement 
aux  axes  des  x et  des  y,  savoir 


dx  , du 
- — x',  — 


di—^’  dt — y 

Si  l’on  remarque  maintenant  que  l’on  a 

dH , dH dfcp{r)drdr  

——  X - ^ 


dr  dx 


(p(r) 


X 


8 fcp  (r)  dr  8r  , sV 

- ■ dr"  57.=  9>(r) 


8x'  8x 

SH  _ ; SJl 

dy'  ~ y ’ 8y 

on  pourra  ramener  les  équations  du  mouvement  (3)  et  (1)  à la 
forme  canonique  ordinaire  / 

t 


% 


\ 


Oi 


avx  dérivées  parlietles  du  premier  ordre. 
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dt  dx'  * 
dt  dx^ 


Èl  — ^Æ 

dt  dy'  ’ 
dt  dy  ' 


Comme  il  n’entre  dans  ces  équations  que  quatre  fonctions 
inconnues  de  la  variable  t,  il  suffit  de  connaître,  outre  l’intégrale 
(2),  une  autre  intégrale  qui  ne  renferme  pas  le  temps  explicite- 
ment. Le  principe  des  aires  fournit  l’intégrale  demandée.  Si 
l’on  élimine,  en  effet,  entre  les  équations  (1),  les  termes  qui  con- 
tiennent r,  il  vient 


d^y  d?x 


=0, 


ou 


, , dy  dx^ 
dt 


= 0, 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 


(4)  q)  = xy'  — yx'  ~ const.  = a. 

La  condition  (H,  (p)  — 0 doit  être  évidemment  satisfaite,  ce  qu’il 
est,  du  reste,  aisé  de  vérifier  directement,  puisque 

(H,  q>)  = — <p(r)^.ÿ  — x'  .y'  + cp  (r)^  . x + y' . x' . 

Ensuite  il  faut  tirer  des  équations  (2)  et  (4)  les  valeurs  de  x'  et 
de  y',  qui  rendent  x'd.'c  -{-  y'dy  une  différentielle  exacte.  Pour 
cela,  en  éliminant  y'  de  l’équation  (2)  à l’aide  de  (4),  on  obtient 
une  équation  du  second  degré  en  x', 

{x^  + y'^)  2ay  ,x'  = 2 [A  — /g?  (î*)  c/r]  x^  — a^, 


d’où,  à cause  de  x^-\-y^  = r^t  et  en  faisant,  pour  abréger, 
R=z  V^2[/i — f(p{r)  dr]  — a®. 


on  tire 


On  trouve  de  même 


X 


f — ay  ^ xR 


Donc 


, _ aa?  + y R 

y — 7*  * 


av  = . U 

x^-\-y^  — 

IX  y , dr  -, 

— a . d arctaiig  --  4-  — /r, 

^ X — r 


180 


Imsc hene tsky : Sur  Cinlégralion  des  équations 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

F ==  a . arctang  + Ç ^ , B.. 

Maijitenant  les  deux  intégrales  du  problème  qui  restent  à 
trouver  s’exprimeront  comme  il  suit, 

dV  ^ y ~ Pdr  ^ 

0a  = ar«tang-  ir  J ;^=6  = c«nst., 

dV  Prdr  ^ ! 

= -<  = »,  = const. 

La  première  de  ces  intégrales  donne  l’équation  de  la  trajec- 
toire du  point  mobile;  la  seconde  donne  le  temps  en  fonction  du  ; 
rayon  vecteur.  Les  quadratures  qui  y entrent  pourront  générale- 
ment être  déterminées,  lorsqu’on  donnera  la  forme  de  la  fonction  i 

cpir).  En  supposant,  par  exemple,  q)(r)  = p.  étant  une  con-  ^ 

stante,  on  obtiendra  des  résultats  conformes  à ceux  que  les  Traités  » 
de  Mécanique  établissent  ordinairement  par  une  autre  voie. 

Remarquons  encore  que  la  fonction  F représente  une  intégrale  i 
complète  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ! 

que  l’on  tire  de  i’équation  (2),  en  y remplaçant  æ'  et  y'  par  leurs 

. dV  dV 
valeurs  ^ et 

oæ  üy 

§.  30. 

142.  Pour  terminer  cette  esquisse  de  la  théorie  de  l’inté- 
gration des  équations  simultanées  aux  différentielles  ordinaires  de 
forme  canonique,  considérons  une  propriété  très -remarquable  de 
leurs  intégrales,  qui  constitue  le  Théorème  de  Poisson,  et 
que  noos  avons  déjà  établie  d’une  manière  indirecte  au  §.  18, 
après  avoir  indiqué  au  commencement  de  ce  paragraphe  (art.  40) 
sa  haute  importance  dans  la  théorie  de  l’intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  La  démonstration  la 
plus  directe  et  la  plus  simple  de  ce  théorème,  que  nous  allons 
exposer  tout  à l’heure,  montre  eftectivenient  qu’il  est  une  consé- 
quence immédiate  de  l’égalité  trinôme  qui  exprime  le  Théorème  I 
du  §.  17.  De  là  il  est  facile  de  voir  que  l’existence  de  cette 


mix  dérivées  partielles  du  premier  ordre» 
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identité  pouvait  être  conclue  en  s’appuyant  seulement  sur  le  théo- 
rème de  Poisson. 

Reprenons  le  système  canonique  de  équations  de  la  forme 


dxi dH  ^ 

~dt  “ dt 


rs  TW 

dt 'dXi 


(!) 


en  supposant  H =:=  F {t,  Xi,  ^n>  pn),  et  donnant  à l’indice 

^ toutes  les  valeurs  1,  2,..,  n.  Soient 

(2)  (p(t,  xi,  x„y  2^n)  = const.,  Xi,  yi,..,  Xn,  ^«)  = const. 

deux  intégrales  de  ce  système,  ç)  et  t/;  étant  des  fonctions  don- 
nées. Le  théorème  de  Poisson  consiste  en  ce  que  l’expression 


égalée  à une  constante  arbitraire,  est  aussi  une  intégrale  des 
équations  (1). 

Comme  les  équations  (2)  représentent  des  intégrales  de  (1), 
les  fonctions  g)  et  'ifj,  en  vertu  de  ce  qui  a été  démontré  au  §.  27, 
doivent  vérifier  identiquement  les  conditions 


at  + /f)  = 0,  d-  (^py  H)  — 0. 


Si  l’équation  {cp,  ifj)  = const.  et  aussi  une  intégrale  des  équations 


(1),  la  fonction  (qo,  ip)  devra  vérifier  identiquement  la  condition 


Or,  en  vertu  de  la  formule  (9)  du  §.  16,  on  a 


En  substituant  ici  les  valeurs 


il  vient 


= [(/^,  <3P),  '^]  + [(p,  (/A 


Donc  la  condition  relative  à la  fonction  (cp,  Tp)  [irend  lu  tonne  de 
l’équation 
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[{H,  (p),  + [7),  {H,  iJ;)]  + [(9,  1/;),  ifif]  = 0, 

ou 

[(ff,  <p).  ,f.]  + [(g>,  1W,  Æ]  + [(t.  H),  g>]  = 0, 

dont  le  premier  membre,  en  vertu  du  Théorème  1 du  §.  17,  est 
identiquement  égal  à zéro,  quelles  que  soient  les  fonctions.  H, 
(JD,  1^.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

La  démonstration  compliquée  que  Poisson  avait  donnée  de 
son  théorème  était  considérée  comme  un  tour  de  force  analytique. 
Hamilton,  en  ramenant  les  équations  de  la  Dynamique  à une 
forme  plus  simple,  a simplifié  en  même  temps  la  démonstration 
de  Poisson.  La  démonstration  précédente,  qui  s’applique  aux 
équations  canoniques  de  la  forme  générale,  est  due  à Donkin. 

143.  Jacobi,  le  premier,  a attiré  l’attention  sur  l’importance 
du  théorème  de  Poisson.  Les  applications  indirectes  qu’il  en 
a faites  plus  tard  aux  questions  générales  de  l’intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  des  équations 
de  la  Dynamique  ont  pleinement  mis  en  lumière  futilité  théorique 
du  théorème  de  Poisson.  Pour  ce  qui  est  de  ses  applications 
directes  et  pratiques,  c’est-à-dire  de  la  possibilité,  étant  données 
deux  intégrales  d’un  système  d’équations  canoniques,  de  calculer 
par  leur  moyen,  à l’aide  de  simples  différentiations,  une  troisième 
intégrale,  puis  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite;  l’examen  appro- 
fondi de  cette  question  a montré  à Bertrand*)  que  la  méthode 
d’intégration  fondée  de  cette  manière  sur  le  théorème  de  Poisson 
était  loin  d’avoir  l’importance  qu’on  lui  avait  attribuée  d’abord. 
En  effet,  les  cas  où  ce  théorème  conduit  réellement  à une  nou- 
velle intégrale  se  rencontrent  beaucoup  plus  rarement  que  ceux 
où  il  n’atteint  pas  ce  but.  Quelquefois,  aucune  des  combinaisons 
deux  à deux,  par  le  théorème  de  Poisson,  des  intégrales  qui 
forment  la  solution  complète  ne  donne  une  intégrale  nouvelle; 
dans  d’autres  cas,  la  plupart  d’entre  elles  jouissent  de  cette  même 
propriété.  Bertrand,  profitant  de  cette  circonstance,  qui  exclut 
évidemment  la  possibilité  d’appliquer  le  théorème  de  Poisson 
au  but  proposé,  a fondé  là-dessus  une  méthode  spéciale  d’inté- 
gration des  équations  de  la  Dynamique  de  forme  hamiltonienne. 
L’établissement  théorique  de  cette  méthode  est  fort  simple;  c’est 
pourquoi  je  vais  l’exposer  sommairement,  et  l’éclaircir  en  i’appli- 


•)  Mémoire  sur  l’intégration  il  es  équations  différen- 
tielles de  la  Mécitntqiic,  par  «9.  licrtrAnd  (Journal  de  Ma- 
thé  111.  de  Liouville,  1852,  t.  XVîl) 
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quant  à l’exemple  même  qui  a été  traité  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, afin  qu’on  puisse  facilement  comparer  les  résultats. 

144.  Examinons  d’abord  les  cas  où  les  deux  intégrales  don- 
nées, (p  = const.,  = const.,  ne  conduisent  pas  à une  nouvelle 
intégrale.  Cette  circonstance  se  produit:  1^  quand  l’expression 
{(p,  ip)  se  réduit  identiquement  à une  constante  déterminée  quel- 
conque; 2^  quand  cette  expression  se  réduit  à une  fonction  de  cp 
et  de  Tp,  en  sorte  que  l’équation  (gp,  'ip)  = const.  ne  donne  pas 
une  nouvelle  intégrale,  mais  une  combinaison  algébrique  des  inté- 
grales déjà  connues. 

Par  exemple,  si  l’on  suppose  que,  dans  les  équations  (1),  la 
fonction  ne  contienne  pas  t explicitement,  on  a l’intégrale 

H ==  const. 

En  la  combinant  avec  une  autre  intégrale  quelconque 

cp  = const., 

cp  ne  contenant  pas  t explicitement,  on  a l’identité 

(ç).  H)  = 0. 

Si  l’on  prend  une  intégrale 

ip  — < = const., 

ne  contenant  pas  t explicitement,  on  obtient  alors  l’identité 

(f.  H)  = 1. 

En  général,  on  peut  démontrer  que,  si  9)  = const.  et  1^  = const. 
sont  deux  intégrales  des  équations  (1),  il  existe  une  ou  plusieurs 
intégrales  de  la  forme  co  = const. , pour  lesquelles  l’expression 
{cp,  cù)  se  réduit  identiquement  à zéro  ou  à l’unité.  En  effet, 
effectuons  les  substitutions  indiquées  par  les  formules 

(Ç),  TP)  = Ipl,  {cp,  «ipi)  = -ipa,..,  {cp,  = • 

En  prolongeant  cette  suite  indéfiniment,  elle  ne  peut  continuer  con- 
stamment à donner  des  fonctions  distinctes  ip,  -ipi,  'ipa,..,  puisque 
les  équations  (I)  n’ont  que  2n  intégrales  distinctes.  Supposons 
que  ipm  soit  le  premier  terme  qui  soit  égal  à une  constante  dé- 
terminée, ou  qui  s’exprime  en  fonction  des  termes  précédents,  en 
sorte  que  l’on  ait 


1pm=  F(lp,  Tpi,..,  Tpm-l). 
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En  prenant  une  fonction  arbitraire  co  des  variables 
on  a 

y s . Bco  8co  ^ dco 

(<P.  co)  = ^,^  + ^^^^+..  + F(iJ,  rp,,.., 

Donc,  si  nous  voulons  déterminer  co  de  manière  que  (g?,  co)  soit 
identiquement  égal  à 1 ou  à 0,  on  devra  intégrer  l’équation  linéaire 

dû)  doû  „ ^ dco  ( ^ 

+ + + '^1-’  )g^x=\'o  • ' 

Donc  les  intégrales  du  système  d’équations  simultanées 

d'il}  ___  _ d^>m—i  dco 

~~  '^2  ^ I (ou  0) 

donnent  les  valeurs  de  la  fonction  co  au  moyen  desquelles  on 
formera  son  expression  la  plus  générale,  qui  sera  l’intégrale  gé- 
nérale de  l’équation  linéaire  précédente. 

La  méthode  de  Bertrand  pour  l’intégration  des  équations 
de  la  Dynamique  de  forme  hamiltonienne  (1),  où  H = 

Xn,  yv)i  consiste  dans  ce  qui  suit.  On  déterminera  une  inté- 
grale des  équations  (1), 

yn)  — COllst., 

différente  de  l’intégrale  des  forces  vives,  et  l’on  cherchera  une 
autre  intégrale 

y 1^'- y ^'f^n,yn)  = COnst. 

par  la  condition  que  la  fonction  'i/;  donne  l’identité 

( ^ 

(Ç),  tp)  = j ou  . 

145.  Comme  application,  prenons  le  problème  du  mouvement 
d’un  point  matériel  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  fonc- 
tion de  la  distance. 


Sous  les  mêmes  conditions  qu’au  paragraphe  précédent,  les 
équations  du  mouvement  seront 


dx 


Tl  = X 


dy 

dî 


y 


(I) 


dx' 

dt 


= - ^ 9)  (r). 


dy'  V r ^ 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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Le  principe  des  aires  donne  l’intégrale 

(2)  /^=  xy'  —yx'  = const. 

Supposons  que 

(3)  1/;  (x,  y,  x',  y',  t)  ==  const. 

soit  une  seconde  intégrale.  En  exprimant  la  condition  que  cette 
intégrale,  combinée  avec  la  première,  donne  identiquement  (ip,  f) 
égal  à zéro  ou  à l’unité,  on  a les  deux  équations  linéaires 

L’intégration  de  la  première  de  ces  équations  conduit  au  sys- 
tème d’équations  simultanées 


dx  dx' 

— y' 

dont  une  des  intégrales  est 


dy dy'  drfj 


et  il  est  facile  de  trouver  les  trois  autres 

x^-{-y^  = ca,  + = Cg , xx'  -f  yy'  = C4, 

Cl,  Ca,  Cg,  C4  étant  des  constantes  arbitraires. 

Par  suite,  en  posant,  pour  abréger, 

u=:  x^-i-y%  v = x'^ -f  y'%  w = xx'  -{-yy', 

on  aura,  pour  la  valeur  la  plus  générale  de  la  fonction  qui 
satisfasse  à la  première  équation  (4), 

(à)  rfj  = 7t  (u,  V,  w), 

7t  désignant  une  fonction  arbitraire.  Si  t devait  entrer  explicite- 
ment dans  l’intégrale  (3),  on  poserait  alors 

(«')  7}j  = t n(u,  Vy  w). 

Si  l’on  prend,  pour  déterminer  if),  la  seconde  des  équations 
linéaires  (4),  on  devra  intégrer  le  système  des  équations 


ou 


dx  dx'  dy dy' d^ 


dx  dy  __  dx'  , dy  , 

d^  = -y> 


12* 
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dont  les  intégrales  sont  exprimées  par  les  équations 

X — ^ cos  (t/; -f  a),  y = ^sin  (i/z-l-a), 

x'  = ^cos('i/;  + ^),  y'  — -BsinCi/^  + ZÎ), 

a,  A,  B désignant  des  constantes  arbitraires.  De  ces  équa- 
tions on  tire  aisément  les  suivantes, 

x^-i-y^=  C',  x'^  + y'^  = C", 

xx'  A-yy'  = C"',  arctang  — -p  -i/;  =i 

C',  C",  C'",  étant  des  constantes  arbitraires.  Donc  l’ex- 
pression générale  de  la  fonction  tp  satisfaisant  à la  seconde  des 
équations  (4),  sera 

y 

1^=  arctang - + cii)î(M,  v,  w), 

X 

cû  étant  une  fonction  entièrement  arbitraire. 


J46.  Il  faut  maintenant  compléter  la  détermination  des  ex- 
pressions trouvées  (a),  (a%  (6)  de  la  fonction  par  la  condition 
que  chacune  d’elles,  étant  égalée  à une  constante  arbitraire,  re- 
présente une  intégrale  des  équations  (1).  Pour  cela,  il  faut  ex- 
primer que  les  dérivées  totales  de  ces  fonctions  par  rapport  à t 
se  réduisent  identiquement  à zéro,  par  l’élimination  des  dérivées 
de  X,  y,  x',  y'  prises  par  rapport  à t.  En  commençant  par  l’ex- 


pression  (a). 

on  trouve 

~ ■ 

d't\> 

dt 

d'if^  dx 
dx  dt 

d'IP  dy 

+ % Â 

s*!» 

+ dx’ 

dx' 

dt 

d'IP  i 
+ dy' 

dy', 
dt  * 

dyj 

dit  „ 

dit 

0»f>  _ 

dn 

dx 

dy  ~ 

du' 

O I 

•y'* 

d'il/ 

d%  _ . 

dn 

dtp 

dn 

— dv 

dy'~ 

dv  * 

n r 

•y  y 

et,  en  posant,  pour  abréger, ^ = 0{u),  on  a,  en  vertu  des 

équations  (1), 


dx 

dt 


= x» 


dx' 

dt 


X O (u). 


dt 


= y çP(m). 


Donc  la  condition  ^=0  s’exprimera  de  la  manière  suivante. 
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SîTC 

! (aræ'  + yy')  + 2 g-  (xæ'  +yy’)0  (u) 

dre 


+ 8^  +2'®)  ®(“)]  = ®> 


OU 


Stv 


dn 


dn 


dw 


Cette  équation,  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de 
TT,  permet  de  déterminer  la  forme  de  cette  fonction  conformément 
au  but  proposé,  au  moyen  de  l’intégration  des  équations 


du 


dv 


dw 


2w  0(u)  V U ^ (m) 


dn 

Ô"’ 


Une  des  intégrales  de  ces  équations  sera  7c=:ci;  une  autre  s’ob- 
tiendra au  moyen  de  l’équation 


du  =■ 


dv 


d’où  V — f 0{u)  du  = c^. 


0(uy 

Enfin,  en  écrivant  les  équations  données  sous  la  forme 

vdu  udv  2wdw  vdu  -f-  udv 

V uQ{u)  v-{-u0{u)  v-{-uO(u)* 

on  obtient  l’équation 

2wdw  — vdu -{r  udv, 
d’où  l’on  tire  la  troisième  intégrale 

— uv  = 6*3. 

Donc  l’expression  de  la  fonction  7t  doit  être 

TE  = JT[ü  — /(P  (u)  du,  uv  — w^] , 

n désignant  une  fonction  arbitraire;  ou,  en  remplaçant  u,  v,  w et 
O (u)  par  leurs  valeurs,  et  remarquant  que  du  = ^Irdr,  et  que 

uv — =.  — {xx'  -\-yy'y^  — {ocy' — yx‘y^, 

= 7t  — n -P  y'2‘  -f  9 /qp  (r)  dr , (xy'  — yx')"^]  ; 

c’est-à-dire  que  l’intégrale  des  équations  (1),  'i/^  = const.,  obtenue 
de  cette  manière,  représentera  une  combinaison  algébrique  arbi- 
traire des  équations  des  forces  vives  et  des  aires,  laquelle  ne 
peut  constituer  une  nouvelle  intégrale. 

147.  En  prenant  maintenant  la  forme  (a')  pour  représenter 
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la  fonction  et  exprimant  la  condition  que  = const.  doit  être 
une  intégrale  des  équations  (l),  on  a la  condition 

dt  dx  dt  dy  di  ^ ^x'  dt  ^ dy'  dt  ’ 

ou,  en  mettant  pour  les  dérivées  de  et  de  Xy  x\  y^  y'  les  va- 
leurs données  plus  haut, 

2w~  +2w0(u)^£+  [t,  + « ® («)l|£=  - 1. 

Pour  déterminer  la  fonction  tc,  il  faut  intégrer  les  équations 

du dv  dw  

^wO{u)  v-{-uO{u) 

dont  deux  des  intégrales  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  de 
l’art,  précédent,  savoir. 


V — fO{u)du^Ci,  — mü==C2. 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

w = V^C2  + Mü  = V^C2  + w [ci  + fO{u)  du]  ; 

par  suite, 


^ du 


dyU 


2m;  2V^C2  + -f/(ï>(M)rfM] 

d’où  l’on  tire  la  troisième  intégrale 

du  __ 

2 V^C2  + M [c,  +/  O (m)  du]  ® 

Donc  l’expression  générale  de  'ip  sera 


'Ifj  = t 




2 C2  + M [Ci  + / <P  (u)  du] 

-f  n [ü  — / CP (u) du,  uv  — m^] , 


n désignant  une  fonction  arbitraire.  Donc,  en  égalant  cette  fonc- 
tion n à zéro,  et  posant 


(5)  = const., 

on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  du  problème,  exprimant  le 
temps  en  fonction  du  rayon  vecteur,  et  de  la  même  forme  que 
nous  avons  obtenue  par  une  autre  méthode  dans  le  paragraphe 
précédent. 
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148.  Pour  compléter  la  solution  du  problème,  examinons  en- 
core si  les  équations  (1)  admettent  des  intégrales  de  la  forme 

y 

If;  = arctang  — + ©(«,  v,  w)  = const. 

X 

Pour  cela,  on  a la  condition 

d'>p drf/  dx  dif^  dx'  dif^ 

dt  dxgdt  ^dx'£dt  dy  dt  hy'  dt 

où  l’on  substituera  les  valeurs 

01/;  0ÛÎ 


hx 


U hu 


0(0 

^’dw 


’ hx'  0»  j*  ^ 


0(0 


01/;  ar  0(0  0©  , 01/;  dœ  ^ — 

dy  du'  ’ dy'  dv  ' ^ ^ dw^' 

en  remplaçant  les  dérivées  de  x,  y,  x',  y'  par  leurs  valeurs  don- 
nées plus  haut  (art.  146);  après  quoi  la  condition  considérée 
prendra  la  forme  d’une  équation  linéaire 


ex  • ex  . r . uv—w^ 

2«,  g--  + 2«,  ® («)  + [„  + « ® («)]  = , 

à cause  de  xyl — yx^  — Sf  uv  — w®.  Pour  déterminer  la  fonction 
a,  on  intégrera  les  équations 


du 


dv 


dw 


tidfo 


^wO{u)  v-\-uO  (u) 


\f  uv— 


w* 


qui  ont  deux  intégrales  communes  avec  les  équations  des  art. 
précédents,  savoir, 

V — fO(u)du=:Ci,  uv — to®  = Cg. 

Par  leur  moyen,  on  trouve 

10=  V^[ci  +/0  (m)  du\  u — c^\ 


donc 


do3  = 


du^  uv  — 


\f  C.2  . du 


^uw  [Ci  -f  / (P  (m)  du]  U — 

d’où  l’on  tire  la  troisième  intégrale 

\^C2 . du 


w + 

Par  conséquant, 


f: 


2mV^ [ci  -\-f  O {u)du]  u — Ca 


= Cg. 
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CO  = 


SF  c^,du 

2mV^[ci  -{-  f ^ {u)du^ti — Ca 

4-  [r — / ^ (m)  du,  uv  — w*]. 


Substituant  cette  expression  de  co  dans  la  formule  (b),  on  trouve, 
pour  la  valeur  la  plus  générale  de 


ijj  = arctang 


y 


-f: 


\rc^,du 


2m  V^[ci  -|-/<P  (u) du^u — Ca 
4-i2[v— mü  — fo^]. 


La  fonction  SI  est  complètement  arbitraire;  en  la  faisant  donc 
égale  à zéro,  et  posant 

. y r ST  C».du 

(6)  ^ ~ arctang  j — / o 4/1— X /•  rf.  / n ^ 

^ J 2 V [cx  4 / <P  (m)  d.u\  U — C2 

on  obtient  encore  une  nouvelle  intégrale  du  problème,  laquelle 
fait  connaître  l’équation  de  la  trajectoire  du  point  mobile,  entière- 
ment identique  avec  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  le  para- 
graphe précédent. 


CO 

df 

cl 

lll 

Jl 

!’( 

et 

Id 

di 

bi 


Si  aux  intégrales  (2),  (5),  (6)  on  joint  l’intégrale  des  forces 
vives 

H = (a:'®  4^'®)  — f (p(r)dr  = const., 
nous  aurons  alors  la  solution  complète  du  problème. 

149.  En  considérant  la  marche  de  la  solution  du  problème 
précédent,  on  voit  qu’elle  consiste  en  ceci:  Après  avoir  déterminé 
une  intégrale  différente  de  celle  des  forces  vives,  nous  en  avons 
trouvé  une  autre  renfermant  le  temps,  d’après  la  condition  que, 
dans  la  combinaison  de  cette  intégrale  avec  la  première,  elle  ré- 
duise la  parenthèse  de  Poisson  à zéro.  La  troisième  intégrale, 
donnant  la  trajectoire,  s’obtient  par  la  condition  que,  combinée 
avec  la  première,  elle  réduise  la  parenthèse  de  Poisson  à l’u- 
nité. L’intégrale  des  forces  vives  complète  la  solution.  Ber- 
trand a démontré  que  le  succès  de  ce  mode  de  solution  n’est 
pas  accidentel,  et  que  cette  méthode  doit  réussir  dans  tous  les 
problèmes  qui  concernent  le  mouvement  dans  un  plan,  ou,  plus 
généralement,  lorsque  les  coordonnées  des  points  du  système 
peuvent  s’exprimer  au  moyen  de  deux  variables  indépendantes. 
La  démonstration  de  cette  proposition  est  très -simple.  Mais, 
ayant  exposé  l'essence  du  procède,  je  crois  inutile  d’entrer  dans 
de  plus  longs  détails. 


S] 

ti( 

k 

qi 

d( 

qy 

CO 

do 

do 


V 

or 

ce 


da 

DO 

CO 

Pl 

qo 
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Chapitre  VIll. 

Méthode  de  Cauchy  pour  l’intégration  de  l’équation  générale  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

§.  31. 

* 150.  La  méthode  d'intégratioo  d’une  équation  ou  de  plusieurs 
équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et, 
comme  conséquence  de  cette  méthode,  la  théorie  de  l’irdégration 
des  équations  de  forme  canonique,  ont  formé  l’objet  principal  des 
chapitres  précédents  de  ce  Mémoire.  Mais  avant  que  cette  mé- 
thode eût  reçu  son  développement  complet  dans  les  travaux  de 
Jacobi  et  d’autres  géomètres,  le  problème  de  l’intégration  de 
l’équation  générale  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  avait 
été  déjà  complètement  résolu  par  Pfaff,  Cauchy  et  Jacobi 
lui -même.  Les  méthodes  proposées  par  ces  auteurs,  tout  en 
différant  par  le  point  de  départ  et  par  la  forme,  ont  cependant  un 
but  commun:  ramener  le  problème  à l’intégration  complète  d’un 
système  d’équations  simultanées  ordinaires  de  la  forme  des  équa- 
tions (10)  (§.11).  La  nouvelle  méthode  de  Jacobi,  exposée  ci- 
dessus  , se  distingue  des  méthodes  qui  l’ont  précédée  en  ce 
qu’elle  se  borne  à la  détermination  de  la  moitié  du  nombre  total 
des  intégrales  satisfaisant  aux  conditions  connues  du  système  en 
question  d’équations  simultanées.  La  recherche  de  ces  intégrales 
conduit  à plusieurs  systèmes  d’équations  simultanées  ordinaires, 
dont  l’intégration  complète  n’est  jamais  nécessaire;  il  suffît  toujours 
de  déterminer  une  quelconque  des  intégrales  de  chaque  système. 

Pfaff  a trouvé  la  solution  théorique  du  problème  de  l’inté- 
gration de  l’équation  générale  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  comme  cas  particulier  d’un  autre  problème  résolu  par  lui  "*), 
celui  de  l’intégration  d’une  équation  de.  la  forme 

X^dx2,  J”  • • X^ndx2,n  ““  0, 

dans  laquelle  X|,..,  X^n  représentent  2n  fonctions  d’un  pareil 
nombre  de  variables  Xi,,,,  X2n,  lesquelles  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  connues  de  Fontaine  ou  d’Euler.  La  méthode  de 
Pfaff  conduit  à l’intégration  complète  de  plusieurs  systèmes  d’é- 
quations simultanées  ordinaires,  dont  le  premier  seulement  se  tire 


’)  Abhandlungen  der  Berliiier  Akadeinie,  1814  — 1815. 
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immédiatement  des  données  du  problème,  chacun  des  suivants  ne 
pouvant  être  formé  qu’après  l’intégration  complète  du  système  co 
précédent.  Cauchy,  qui  a fait  choix  d’un  autre  procédé,  et  ria 
Jacobi,  qui  s’est  occupé  de  simplifier  la  méthode  de  Pfaff,  ont  pà 
démontré  l’un  et  l’autre  que,  pour  obtenir  l’intégrale  complète  d’une  eu 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  il  suffit  d’inté- 
grer complètement  le  premier  des  systèmes  d’équations  simultanées 
de  la  méthode  de  Pfaff.  Considérant  la  parfaite  conformité  des  mi 
conclusions  finales  des  méthodes  de  Cauchy  et  de  Jacobi,  je  iii 
me  bornerai  à exposer  seulement-  la  première  de  ces  méthodes  de 
sous  la  forme  la  plus  générale.  p» 


151.  Soient  Xm  rr  variables  indépendantes;  z une  fonc- 

tion inconnue  de  ces  variables; 

Sî  • 1 O 

= /?i,  pour  1 = 1,  2,..,  w, 

les  dérivées  partielles  de  cette  fonction. 


La  forme  générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  peut  être  représentée  par 

(1)  F{Xit.»y  Xn»  Z,  pn)  0. 

La  détermination  de  la  fonction  z qui  satisfait  à l’équation 
(1)  constitue  un  problème  indéterminé  de  sa  nature;  et,  en  effet, 
l’expression  la  plus  générale  de  z doit  renfermer  une  fonction  ar- 
bitraire. Mais  Cauchy  rend  la  question  tout  à fait  déterminée, 
en  y ajoutant  cette  condition  complémentaire,  que,  pour  une  valeur 
particulière  donnée  de  l’une  des  variables  indépendantes,  soit  pour 

ii( 

la  fonction  z et  ses  dérivées  partielles  prennent  respec-  er 

tivement  les  valeurs  coi,..,  co»;  £ désignant  une  fonction  de  il 
Xi,,.f  Xn-^i  donnée  arbitrairement,  soit 


/'(â^l,..,  Xn~^l)f 

G>n— 1 étant  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction,  de 
sorte  que,  en  général. 

Pif 

eoi  = , pour  2’=  1,  2,..,  n — 1; 

enfin,  go»  étant  la  valeur  tirée  de  l’équation 

^n—lf  Uf  J,  0)|,..,  COn— 1»  O»)  9. 
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152.  Pour  déterminer  la  fonction  z satisfaisant  à toutes  ces 
conditions,  Cauchy  applique  la  méthode  du  changement  de  va- 
riables indépendantes,  employée  pour  la  première  fois  par  Am- 
père pour  la  résolution  du  problème  actuel;  dans  le  cas  parti- 
culier  de  deux  variables  indépendanteSé 


Concevons  les  n — 1 variables  Xn..,  Xn—i  exprimées  par  un 
même  nombre  de  fonctions  distinctes  de  n~\  nouvelles  variables 
|n-i  et  de  l’ancienne  variable  Xn-  Par  suite  de  cela,  z et/?* 
deviendront  des  fonctions  de  Xn  et  des  ^i.  En  différentiant  à ce 
point  de  vue,  nous  aurons  les  équations 


(2) 


A 

dxn 


dxi 


+ Pn- 


dXn-1  , 


(3) 


8z  dxi  dxn-i 

ej.  ëlî + dïT' 


En  vertu  de  l’égalité 


ëiiBxn  BxnBli  ’ 

on  tirera  des  équations  précédentes  les  relations 

Bpn fBpi  Bxy  Bpi 

Bli  V0g:n  Bli  B^i  Bxnj 

/Bpk  Bxk  ^ Bxk\ 

“ k=l  'Mi  ^êi  ^^n/' 

Ensuite,  les  expressions  àe  x^, . , , Xn-i,  z,pi,..,pn  au  moyen 
des  variables  ^«-i,  Xn  sont  supposées  telles  que,  en  les  sub- 
stituant dans  l’équation  (1),  celle-ci  devienne  une  identité.  Donc, 
en  la  différentiant  par  rapport  à chacune  des  variables  Xn  et 
il  viendra 


B F B F Bxi  B F Bxn—i 

B.Zn  ^ Bxi  Bxn  ^ ^ Bxn-l  BXn 

1 A A _I  A I 4 A _ ri 

^ 02  Bxn  ^ Bpi  BXn  ^ Bpn  BXn  ' 

B F Bxi  Bxn—i 

BXi  0^1  ^ Bxn-l  0& 

, ^ t JL  ^ A.  4_A?P?_0 

”*  02  0^1  Bpi  B^i  ' ■ ' Bpn  B^i 
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Prenons  d’abord  la  dernière  de  ces  deux  équations,  laquelle  doit 
avoir  lieu  pour  i—  1,..,  n — 1,  et  substituons-y  les  valeurs  (3) 


dz 


dpn 


et  (4)  de  et  de  il  viendra 


(6) 


8/?i  oæi  , 

^ dz  dxn  dp„)  d^i  T*  * * * 

/ , ^Pn-l  dF  \ dxn^ 

\Ô4:n-i  02  dXn  dpnj  d'^i 

. ^F\^P\  / dF  ^dxn-i  dF\dp„-i 

vè/?i  dxn  dpnJ  d^i^  \dpn-i  dx„  dp„J  dii 


= 0. 

]53.  Les  fonctions  de  |n— i,  ^n,  qui  représentent  les 

valeurs  de  Xi, . Xn—j,  sont  restées  jusqu’à  présent  indéterminées. 
Nous  pouvons  profiter  de  cette  circonstance,  en  choisissant  pour 
ces  fonctions  des  expressions  telles,  qu’elles  satisfassent  aux  con- 
ditions 

dF  dxn—i  dF 


7 ^ ^ ^ ^ 

^l'~dXndpn'-’^* 


dpn-1  dXn  dpn 


= 0; 


et,  pour  compléter  la  détermination  de  ces  n — 1 fonctions,  joi- 
gnons-y  la  condition  que,  pour  la  valeur  particulière  Xn  = «,  les 
fonctions  Xi,.,,Xn-i  prennent  respectivement  les  valeurs  ^n-i* 

D’après  ces  conditions,  l’équation  (6)  prend  la  forme 

( 


et  pour  les  diverses  valeurs  de  f = 1,  2,...,  w — 1,  nous  aurons  ( 
n — 1 équations  semblables.  Le  déterminant  fonctionnel  I 


dF  dF  dpi  dF\dxi 

dxi  ^ dz  ^ dx„  dpn)  d^i  ’ 

, / 0F  , ôF  , dpn-\  dF\  dxn-l  ^ 

8z  + 0i„  8p„J  81.-  " 


1 0æ:, 

dXn—l 

8i:’  ■ 

■0ir 

fi.Ti 

dxn—l 

d^n-1  1 

ne  doit  pas  être  égal  à zéro;  car,  s’il  l’était,  alors  (en  vertu  du 
Théorème  du  §.  3),  il  existerait  entre  les  variables  Xi  Xn-i 
une  ou  plusieurs  équations.  Donc,  comme  conséquence  nécessaire 
des  équations  précédentes,  on  aura  des  équations  de  la  forme 


i 
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(8) 


dxi  ^ ~dz  dxn  dpn  ’ 


qui  auront  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  i = 1,  2,..,  n — 1. 


154.  Nous  avons  maintenant  toutes  les  équations  nécessaires 
pour  la  solution  de  la  question.  En  considérant  toutes  les  con- 
ditions introduites  successivement,  on  trouve  que  le  problème 
consiste  en  ceci:  ,,DétenT»iner  2n  fonctions  inconnues  Xn—i, 

Pn  des  variables  ^n— i,  ocn,  de  telle  manière  P que» 

pour  la  valeur  particulière  ccn^a,  elles  prennent  respectivement 
les  valeurs  ^n-i,  «i,..,  con-i,  en  supposant  ^ = 


. . , |n-i),  et  généralement  œ/ 


în-l) 

■ aè* 


, pour  i = 1 , 2,. . 


] ; et  enlin  la  valeur  de  &)«  se  tirant  de  l’équation 


» • • > &-i>  «>  U (»i , . • , w„_i , w„)  = 0; 

2^  que  ces  fonctions  satisfassent  aux  37^  — 1 équations  (1),  (2), 

(3) ,  (7)  et  (8).« 

Nous  ne  faisons  pas  entrer  en  ligne  rie  compte  les  équations 

(4) ,  qui  sont  des  conséquences  des  équations  (2)  et  (3),  ni  i’é- 
quation  (5j,  qui  est  équivalente  à (1). 

Mais,  pour  déterminer  ‘'la  fonctions  inconnues,  il  snffit,  en 
général,  de  2?i  équations;  donc,  dans  le  système  précédent  de 
3«  — 1 équations,  il  doit  y en  avoir  n — 1 de  superflues.  On  peut 
démontrer,  en  effet,  P que  le  système  de  2?i  équations,  composé 
de  (1),  (2),  (7)  et  (8),  sulfit  pour  déterminer  les  valeurs  demandées 
des  fonctions  inconnues;  2^  que  ces  équations  réduisent  à des 
identités  les  n — l équations  restantes  (3). 

155.  Occupons-nous  d’abord  de  la  première  partie  de  la 
démonstration.  Les  équations  (2),  (7)  et  (8)  peuvent  s’écrire  sous 
la  (orme 


dF  dF 


dz 

^Pi 

dx„ 

dF 

i 

dpn 

dF 

dF 

dF 

dxi 

dpi 

dpi 

dxi 

+ Pi 

dz 

Bxjt 

- dF  '■ 

J 

dxn 

dF 

9 

dpn 

dp  U 

les  deux  dernières  équations  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  i =1,  2, . . , n — 1. 
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Aux  équations  (9)  il  faut  encore  joindre  l’équation  (l)  ; niais 
celle-ci  peut  être  remplacée  par  l’équation  (5)^  qui  lui  est  équi- 
valente, et  qui,  par  la  substitution  des  valeurs  de 

CXn  CXfi 

^Pi 

tirées  des  équations  (9),  se  ramène  aisément  à la  forme 

^ _ n 

dxn  'dz  dxn  ^Pn  ’ 


OU 


dF 


(10) 


dpn  dXn  ^ 


dF 

dz 


dx„ 


dpn 


semblable  à la  dernière  des  équations  (9). 


Le  système  des  2w  équations  (9)  et  (10)  renferme,  à propre- 
ment parler,  des  dérivées  partielles  des  2n  fonctions  cherchées; 
mais  comme  les  différentiations  partielles  sont  faites  par  rapport 
à la  seule  variable  Xn,  tandis  qu’aucune  des  autres  varia- 
bles indépendantes  , . . . , |«_i  n’entre  explicitement  dans  les 
équations  considérées,  il  s’ensuit  que  ces  équations  peuvent  être 
traitées  comme  un  système  d’équations  différentielles  ordinaires 
du  premier  ordre.  D’après  cela,  les  équations  (9)  et  (10)  pour- 
ront se  mettre  sous  la  forme 


01 

et 

i 

li; 

U 

h 

c 

t( 

1( 

ti 


dxj 


(II) 


0F 

0/>, 


dXn 

dp» 


ulz 


dF 


dF 


dp^ 


th  0^,  0^, 

— dpn 


dF  dF 

— + P,  0^- 


0/), 


0F  0F 

dxn  + 0: 


Par  l’intégration  du  système  des  équations  (11),  on  peut  en 
général,  comme  on  sait,  trouver  des  expressions  finies  et  déter- 
minées des  fonctions  x^,..,  Xn-i,  î»  Pn  de  la  variable  x^ 

lesquelles,  pour  la  valeur  particulière  Xn  = a de  cette  variable, 
prennent  respectivement  les  valeurs  ou,..,  con.  Sup- 

posons que  ces  expressions  soient 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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/ ^ 

— cp 

(Xn, 

li>- 

• 9 5n— 1» 

t. 

«1,  . 

• J 0)n), 

l 

z=z  (pj 

(Xny 

11.- 

^n-1. 

s, 

û>i,. 

C0„) 

9 

Xfi—l 

— (pn— 

1 {Xny 

I.,- 

J. 

COj,. 

.,  COn), 

1 

= 

(Xn, 

^n-ly 

L 

û),,. 

. , Cün), 

Pn 

— 

(Xny 

i..- 

-,  èn-ly 

Wl,. 

œ„). 

En  substituant  dans  les  w premières  éqiiafions  (1*2)  les  valeurs 


y t \ l)  _ ^n-l) 

9 t (§1  > * •»  — 0^  » ■ • J — 1 ■ — 0^  ^ 5 

airisi  que  l’expression  de  con  tirée  de  réquatioii 


^ (^t  > • ' f — Ij  ftj  0)|  ; • • , COn)  — 

on  obtiendra  n équations  entre  les  variables  primitives  i,  x„ 

et  les  variables  auxiliaires  èn—i;  par  conséquent,  si  la  forme 

de  la  fonction  f est  donnée,  on  pourra  éliminer  les  variables  auxi- 
liaires, et  l’on  parviendra  ainsi  à une  équation  d’où  l’on  tirera 
une  valeur  de  z en  fonction  de  Xn,  qui  satisfera  à toutes 

les  conditions  })roposées,  c’est-à-dire  que  Ton  aura  l’intégrale 
cherchée  du  problème.  Si  la  forme  de  la  fonction  f reste  indé- 
terminée, alors  l’élimination  des  quantités  ^«-i  est  généra- 

lement impossible  ; cependant  le  système  des  n premières  équa- 
tions (12)  [»eut  être  considéré  comme  équivalent  à l’intégrale 
générale  de  Téquation  (1). 


Lorsque  la  fonction  f est  indéterminée,  l'élimination  de 
^n—i  n’est  possible  que  dans  le  seul  cas  particulier  où  les  n 
premières  équations  (12)  ne  contiennent  pas  les  quantités  coj,..,  con. 
Alors,  en  les  résolvant  par  rapport  à ^n—i>  o»  trouve  des 

valeurs  de  la  forme 


^v=z7C{Xiy..,  2),  (Xi,..y  Xn,  t),...,  ^«-1  = TT/i-l  (.Tj X„,  l). 

En  les  substituant  dans  l’équation 
on  obtient  l’intégrale  générale  sous  la  forme 

Tü  , rCn — i). 

De  cette  forme  de  l’intégrale  générale  il  est  aisé  de  conclure 
que  l’équation  ]>roposée  (1)  doit  être  linéaire  par  rapport  à 
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/?!,••»  pny  et  avec  cette  condition,  pour  trouver  les  n premières 
intégrales  du  système  (12),  il  suffit  évidemment  de  faire  usage 
des  n premières  équations  (11),  savoir, 

d:i\  _ dxn  dz 

~W~ W W' 

^Pl  , ^Pn  dpi  ^ dpn 

Ainsi  la  théorie  de  Cauchy  embrasse  dans  le  même  procédé 
général  la  solution  des  équations  linéaires  et  celle  des  équations 
non  linéaires. 


156.  Il  reste  à faire  voir  que  les  expressions  (12)  des  fonc- 
tions r,  Æ-j,..,  Xn-ii  Pifj  pn*  substituées  dans  les  n — 1 équa- 
tions (3),  changent  celles-ci  en  identités.  Admettons  pour  un 
instaikt  que  ces  substitutions  ne  rendent  pas  identiques  les  deux 
membres  de  chacune  des  équations  (3),  et  représentons  par 
leur  différence,  étant  une  tonction  inconnue  de  |n-i> 

Æ'n;  c’est-à-dire  que  nous  posons 


dz  dxi 

017 +•• 


, dxn-l  , 

• + Pn—1 


En  joignant  à cette  égalité  l’équation  (2),  qui  devient  identique  ; 
lorsqu’on  y substitue  les  valeurs  (12),  et  la  combinant  avec  la  l( 
précédente  par  la  même  procédé  qui  a servi  à obtenir  les  équa-  j v 
fions  (4),  il  vient  I f 


dpn dxi 

dit  dxn  d§i 


^P\  ^ , 

d^i  dxn  ^ 


dpn-l  dXn-1  _ dpn-l  dx„-l 
dxn  d§i  dii  dxn  dxn  * 


Si  l’on  porte  les  valeurs  précédentes 
quation  (5^),  nous  aurons 


.52.,  dpn 
de  op  et  de 


dans 


e- 


à- 

l¥ 


aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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Mais,  en  vertu  des  équations  (7)  et  (8),  qui  sont  satisfaites 
par  les  valeurs  (12),  tous  les  termes  de  l’équation  précédente,  à 
l’exception  des  deux  derniers,  sont  identiquement  nuis.  Donc, 
pour  déterminer  nous  aurons  l’équation 


dF 

0logJ(*) dz 


dF  , dF 


^ = 0,  ou 


dxn  “ BF 


dpn  Bxn  Bz 


En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dxn,  et 
intégrant  depuis  a jusqu’à  Xn,  il  vient 


étant  la  valeur  de  pour  Xn  = «;  or  il  est  facile  de  voir 


que  cette  valeur  est  nulle. 

En  effet,  en  faisant  xn  — u,  rappelons-nous  qu’en  même  temps 
les  fonctions  2,  Xx,..,Xn—u  Pn-ii  doivent  prendre  respecti- 

vement les  valeurs  Jj,..,  |n-i,  coi,..,  Wn-i.  Donc  l’équation 
(3)  prend  la  forme 


d’où 


Il  est  évident  alors  que  l’on  a aussi,  en  général,  = 0;  c’est- 
à-dire  que  les  équations  (3)  sont  satisfaites  par  les  intégrales 
(12),  lesquelles,  remplissant  ainsi  toutes  les  conditions  voulues, 
donneront  la  solution  la  plus  générale  du  problème. 

157.  Bertrand  a fait  contre  la  conclusion  précédente  une 
objection  *),  qui  consiste  en  ce  que  cette  conclusion  est  vraie 
seulement  à la  condition  que  l’intégrale 


*)  Comptes  rendus  des  Séances  de  1*  Académie  des  Scien- 
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ne  prenne  pas  une  valeur  indéterminée  ou  infinie;  et  que,  d’un 
autre  côté,  on  peut  toujours  attribuer  à la  fonction  arbitraire 
In— i)  une  forme  telle  que  Tun  de  ces  deux  cas 

ait  lieu. 

A l’occasion  de  cette  remarque,  S en* et  a entrepris  l’examen 
de  ces  cas  exceptionnels,  et  a démontré"^)  que,  si  l’intégrale  (14) 
n’a  pas  une  valeur  finie  et  déterminée  pour  la  forme  assignée  à 
la  fonction  /"(li,..,  In-i),  il  arrive  alors,  en  même  temps,  que  les 
équations  (12)  sont  impropres  à fournir  la  solution  générale  du 
problème.  Cette  solution  s’obtient,  dans  ce  cas,  au  moyen  de 
l’intégrale  complète,  c’est-à-dire  de  l’intégrale  qui  renferme  autant 
de  constantes  arbitraires  qu’il  y a de  variables  indépendantes 
dans  l’équation  donnée.  Je  crois  inutile,  d’ailleurs,  d’exposer  en 
détail  les  recherches  de  Serret,  d’autant  qu’elles  ont  été  repro- 
duites, d’après  les  articles  des  Comptes  rendus,  avec  beau- 
coup d’explications  et  d’exemples,  dans  la  Traité  élémentaire 
de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral  de  l^acroix, 
6®  édition  augmentée  de  Notes  par  MM.  ffiermîte  et  Ser- 
ret, (Note  II,  T.  II,  p.  237-282)  **). 


*)  Comptes  rendus,  t.  LIÎÏ,  séances  des  î et  28  octobre  1861. 

**)  Voyez  encore  Serret,  Cours  de  Calcul  différentiel  et 
intégrai,  t.  11,  p.  624 — 649,  et  le  Mémoire  du  meme  Auteur  inséré 
dans  les  Annales  scientifiques  de  l’Ecole  Normale  supérieure, 
t.  111  (Note  du  trad.). 


Table  deH  niaNôeeÿc 


fable  «les  matières.- 

Page. 

Introduction 5 

Chapitre  I.  — Des  différentes  formes  d’intégrales  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre 9 

§.  1.  Intégrale  complète  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre 9 

§.  2.  Intégrale  singulière 10 

§.  3.  Théorème  de  Jacobi  sur  le  caractère  d’indépendance  des 

fonctions 12 

§.  4.  Intégrales  générales  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre 15 

§.  5.  Les  systèmes  précédents  renferment  toutes  les  solutions  possi- 
bles d’une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  16 
§.  G.  Cas  où  la  solution  est  donnée  sous  forme  implicite  ....  18 

Cliai)itre  II.  — Des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre 20 

§.  7.  Formation  d’une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre  par  l’élimination  d’une  fonction  arbitraire  . . 20 

§.  8.  Méthode  d’intégration  de  Lagrange 23 

§.  9.  Dépendance  mutuelle  entre  le  problème  de  l’intégration  d’une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et 
celui  de  l’intégration  d’un  système  d’équations  simultanées  aux 

différentielles  ordinaires 25 

Chapitre  III.  — Des  équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 

premier  ordre 32 

§.  10.  L’intégration  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  se  ramène 
à la  recherche  des  conditions  d’intégrablité  d’une  différentielle 

totale  du  premier  ordre 32 

§.11.  Expression  des  conditions  d’intégrabilité  par  des  équations  li- 
néaires aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 33 

§.  12.  Application  au  cas  de  deux  variables  indépendantes  ....  36 

§.  13.  Réduction  du  cas  général  à l’intégration  do  plusieurs  systèmes 
d’équations  linéaires  simultanées  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 41 


13* 


202 


Table  den  matières. 


Page. 

§.  14.  Réduction  de  l’équation  au  cas  où  la  fonction  cherchée  n’entre 

que  par  ses  dérivées 42 

§.  15.  Transformation  des  systèmes  d’équations  linéaires  simultanées 

correspondants 45 

Chapitre  IV.  — Théorèmes  sur  lesquels  est  fondée  la  nouvelle  méthode 

de  Jacobi 48 

§.  16.  Propriétés  des  fonctions  alternées  ((p,  tp) 48 

§.  17.  Quatre  théorèmes  fondamentaux 52 

Chapitre  V.  — Intégration  des  systèmes  d’équations  simultanées  qui  se 

présentent  dans  la  méthode  de  Jacobi 6.8 

§.  18.  Intégration  dans  le  cas  où  l’on  n’a  pas  réduit  le  nombi*e  des 

variables  6.3 

§.  19.  Simplifications  du  calcul.  Applications  à des  exemples  parti- 
culiers   78 

§.  20.  Réduction  des  équations  au  nombre  minimum  de  variables  . 86 

§.21.  Intégration  des  équations  réduites 95 

§.  22.  Application  à un  exemple  particulier 113 

Chapitre  VI.  — Intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 121 

§.  23.  Conditions  d’intégrabilité  d’un  système  d’équations  simultanées. 

Exemples  d’intégration 121 

§.  24.  Cas  des  équations  simultanées  linéaires 136 

§.  25.  Autres  démonstrations  du  Théorème  I du  §.  17 141 

§.  26.  Conditions  d’intégrabilité  d’une  différentielle  d’ordre  quelconque 

à une  seule  variable  indépendante 145 

Chapitre  VII.  — Sur  l’intégration  des  systèmes  canoniques  d’équations 

simultanées  aux  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  . 1 56 

§.  27.  Propriétés  des  intégrales  d’un  système  canonique.  Théorèmes 

de  Kami It on  et  de  Jacobi 156 

§.  28,  Changement  de  variables  dans  un  système  canonique  ...  169 

§.  29.  Intégration  d’un  système  canonique  de  la  forme  hamiltonienne  174 

§.  30.  Théorème  de  Poisson.  Méthode  d’intégration  de  Bertrand, 

fondée  sur  les  cas  où  ce  théorème  est  en  défaut 180 

Chapitre  VIII.  — Méthode  de  Cauchy  pour  l’intégration  de  l’équation 

générale  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 191 

§.31 191 


s:  T U ]>  x: 


SÜR  LES  MÉTHODES 

D’INTÉGRATION  DES  EQUATIONS  AUX 
DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  SECOND 
ORDRE  D’UNE  FONCTION  DE  DEUX 
VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


PAR 

V.  G.  IMSCHENETSKY, 

PEOPESSEUE  A L’UNIVEESITÉ  IMPÉEIALE  DE  KAZAN. 


Traduit  du  russe  par  J.  HOÜEL. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR -LIIiRAIRE 
DU  BUREAU  DES  LONGITUDES,  DE  l’ÉCOLE  IMPÉR.  POLYTECHNIQUE, 
SUCCESSEUR  DE  M A L L E T - B A C II  E L I E R, 

QUAI  DES  AUGUSTIIVS,  55. 


GREIFS  W ALD, 

C.  A.  KOCH. 


Avertisseineiit. 


La  théorie  des  équations  différentielles  présente  un  ensemble  si 
l^bien  enchaîné,  si  rigoüreusenient  logique,  que  la  possibilité  de  résou- 
are  chaque  nouveau  problème  que  Ton  rencontre  en  s’élevant  dans 
cette  théorie  tient  à la  manière  plus  ou  moihs  complète  dont  on  a, 
résolu  les  problèmes  d’ordre  inférieur  qui  se  sont  posés  précédem- 
ment. Cette  liaison  si  étroite  entre  toutes  les  parties  de  la  doctrine 
est  un  inconvénient,  lorsque,  dans  une  certaine  catégorie  de  questions, 
il  se  présente  des  difficultés  capables  de  résister  longtemps  aux  efforts 
de  l’Analyse  mathématique;  car  tin  arrêt  dans  le  développement  d’une 
seule  partie  se  fait  ressentir  dans  tout  le  système,  dont  les  diverses 
portions  forment  un  ensemble  organique.  Mais  cet  inconvénient  se 
change  en  avantage,  chaque  fois  qu’un  succès  notable  est  obtenu  sur 
un  point  quelconque  de  la  théorie;  un  triomphe  remporté  sur  un 
obstacle  considérable  entraîne  quelquefois  avec  lui  la  chute  d’autres 
obstacles,  et  imprime  une  impulsion  sensible  au  développement  de  la 
théorie  tout  entière.  C’est  ainsi  que  les  récents  perfectionnements 
des  méthodes  générales  d’intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  ont,  d’une  part,  aidé  à la  constitution  et  à 
l’achèvement  de  la  théorie  des  équations  simultanées  de  forme  cano- 
nique, tandis  que,  d’autre  part,  ils  ont  puissamment  contribué  aux 
progrès  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre. 

Une  fois  la  théorie  des  équations  alix  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  définitivement  établie,  est  arrivé  naturellement  le  tour 
des  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs,  et  c’est 
▼ers  la  solution  de  ce  dernier  problème  que  doivent  tendre  mainte- 
liant  les  efforts  des  géomètres.  Par  suite  de  la  liaison  organique  qui 
existe  entre  toutes  les  parties  de  la  théorie  des  équations  différen- 
lielles,  ainsi  qu’entre  les  subdivisions  de  chaque  partie,  il  se  mani- 
pste  une  analogie  et  une  unité  remarquables  dans  les  méthodes  de 


1 
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solution  des  questions  qu’elle  embrasse,  quelle  que  soit  la  diversité 
de  leur  nature.  Il  s’ensuit  de  là  que,  lorsque  l’analyste  rencontre  une 
question  dont  la  solution,  poussée  déjà  jusqu’  à un  certain  point,  se 
trouve  arrêtée  à cette  période  de  son  développement,  il  doit,  avant 
tout,  chercher  à se  rendre  compte  du  chemin  qu’on  a suivi  pour 
parvenir  jusque  là,  surtout  quand  ce  chemin  a été  frayé  par  des 
hommes  tels  que  d’Alemhert,  Euler,  Laplace,  Lagrange, 
Monge,  Ampère. 

■ 

En  effet,  l’étude  attentive  de  ce  qui  a été  déjà  fait  peut  montrer 
quelquefois  que  le  succès  ultérieur  dépend  bien  moins  de  l’invention  F 
de  nouvelles  méthodes,  que  d’une  application  plus  complète  et  plus  P' 
générale  des  méthodes  anciennes. 

La  théorie  de  l’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  ■ 
des  ordres  supérieurs  se  divise  en  deux  parties.  Dans  la  première, 
on  considère  les  équations  de  formes  compliquées,  et  l’on  cherche 
soit  à déterminer  leurs  intégrales  générales  sous  forme  finie,  soit  à ; 
réduire  les  équations  proposées  aux  formes  les  plus  simples  parmi!' 
celles  dont  les  intégrales  ne  sont  pas  susceptibles  d’expressions  finies.  > 
Dans  la  seconde,  on  s’occupe  de  ces  équations  simplifiées  et  des  mé-  : 
thodes  pour  les  intégrer,  à l’aide  soit  des  séries,  soit  des  intégrales 
définies. 

Dans  le  présent  Mémoire,  je  traite  les  questions  relatives  à i 
chacune  des  deux  parties  de  la  théorie,  dans  le  cas  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d’une  fonction  de  deux  varia-  , 
blés  indépendantes.  En  donnant  le  résumé  succinct,  mais  aussi  com- 
plet que  possible,  des  principales  méthodes  de  résolution  des  problè- 
mes de  cette  catégorie,  je  pense  avoir  comblé  une  lacune  qui  existe 
dans  les  Traités  systématiques  de  calcul  intégral.  La  plupart  des 
auteurs  se  bornent,  en  effet,  à exposer  la  méthode  de  Monge;  quel- 
quefois les  Ouvrages  plus  complets  contiennent  aussi  les  méthodes, 
d’Euler  et  de  Laplace.  Mais  aucun,  à ma  connaissance,  ne  fait  : 
mention  des  travaux  d’Ampère  sur  ce  sujet,  publiés  dans  les  Cahiers' 
XVII  et  XVIII  du  Journal  de  l’Ecole  Polytechnique.  Les  : i 
recherches  d’Ampère,  qui  comprennent  la  théorie  des  intégrales  et 
les  méthodes  d’intégration  pour  des  cas  qui  échappent  à la  méthode^,  , 
de  Monge,  devraient  occuper  une  place  considérable  dans  tout  cours  > 
sérieux  de  Calcul  intégral,  tandis  qu’ordinairement,  comme  je  viens j 
do  le  dire,  on  expose  la  méthode  de  Monge,  quelquefois  avec  des"  , 
changements  de  forme  plus  ou  moins  heureux.  L’oubli  dans  lequel  ■ 
on  laisse  le  beau  travail  d’Ampère  est  dû  sans  doute  en  partie  au 
mode  de  rédaction  de  ses  deux  volumineux  Mémoires , qui  ne  se  prê- 


Avertissement. 


3 


tent  pas  aisément  à une  exposition  succincte;  j’ai  fait  cependant  tous 
mes  efforts  pour  atteindre  ce  but.  J’ai  trouvé  moyen , dans  le  cou- 
rant de  mon  exposition,  d’intercaler  les  résultats  de  mes  propres 
recherches  à la  place  indiquée  par  l’ordre  des  questions. 

Parmi  ces  résultats,  je  me  permettrai  de  signaler  un  essai  de 
généralisation  de  la  méthode  de  Laplace  (Chap.  II,  § 9),  et  une  forme 
nouvelle  que  j’ai  donnée  à l’exposition  de  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  (Chap.  lY).  Le  lecteur  familier  avec  ce 
sujet  ne  pourra  manquer  de  reconnaître  facilement  les  passages,  moins 
importants,  où  je  m’écarte  de  mes  auteurs,  que  j^ai  partout  cités  avec 
soin  dans  les  Notes  au  bas  des  pages. 


i* 
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Chapitre  I®'. 

Théorie  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles. 


§ 1. 


1.  Les  procédés  d’intégration  de  chaque  classe  d’équations  diffé- 
rentielles  sont  fondés  sur  la  manière  dont  nous  nous  représentons,  |- 
d’une  part,  la  forme  et  la  composition  de  leurs  intégrales,  et  d’autre 
part,  la  marche  et  les  diverses  circonstances  caractéristiques  de  la  (1 
formation  des  équations  différentielles  considérées  au  moyen  de  leurs 
intégrales.  En  effet,  la  méthode  pour  intégrer  une  équation  différen- 
tielle doit  consister  en  général  à parcourir  en  sens  inverse  le  chemin  ‘ 
qui,  d’après  la  supposition  qu’on  a faite  sur  la  forme  de  l’intégrale,  (2 
a dû  conduire  à cette  équation  différentielle.  Quoique  cette  marche  ^ 
inverse  soit  généralement  beaucoup  plus  difficile  que  la  marche 
directe,  elle  est  cependant  facilitée  par  la  connaissance  des  particula- 
rités  de  celle-ci  et  de  son  but  final.  En  nous  guidant  sur  cette  ana-  Iti 
logie,  nous  commencerons,  avant  d’exposer  les  méthodes  d’intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  par  donner  la  ■ ^ 
théorie  de  leurs  intégrales.  ! 


I 


2.  Malgré  notre  désir  d’éviter  l’introduction  de  notations  quiue  i|i( 
seraient  pas  consacrées  par  l’usage  ordinaire,  nous  serons  contraints  m 
quelquefois  de  nous  départir  de  cette  règle , et  dès  maintenant  nous  fe 

établirons  une  convention,  qui  n’offrira  d’ailleurs  aucune  difficulté,  tle 

Si  nous  représentons,  par  exemple,  par  la  lettre  u une  fonction,  expli-  üa 
cite  ou  implicite,  des  'deux  variables  x,  y,  nous  désignerons  par  | 
ttû)  la  dérivée  partielle  de  cette  fonction , obtenue  en  la  différentiant, 

dans  un  ordre  quelconque,  i fois  par  rapport  à x,  et  Je  fois  par  rap-  la 

port  k y\  en  sorte  que  les  indices  de  différentiations  par  rapport  - lem 

à 03  et  à 2/  seront  toujours  écrits  à droite  de  la  lettre  u,  le  premier 
en  haut,  le  second  en  bas.  Quand,  à la  place  des  variables  x,  ?/,  iU 
nous  arrivera  d’introduire,  en  vertu  d’une  relation  quelconque  entre  j P 
X,  y et  a,  les  nouvelles  variables  indépendantes  a;,  or,  ou  encore,  [ 
d’introduire,  en  vertu  de  deux  relations  distinctes  entre  a:,  a,  j3,  < L 
les  nouvelles  variables  indépendantes  a,  §•  nous  emploierons  alors,. j J 
dans  ces  deux  cas,  pour  désigner  les  dérivées  partielles  de  la  fonc-l 
tion  les  notations  habituelles 


dx^da}’ 


i 
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Il  est  à peine  besoin  d’ajouter  que,  dans  ces  hypothèses  différen- 
tes, relatives  aux  variables  indépendantes,  on  ne  devra  pas  considérer 
comme  égales  des  dérivées  partielles  telles  que 


u^)  et 


8^  U 


da^ 


et 


. . . 


3.  En  appliquant  la  convention  précédente,  et  désignant  par  2 
une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  cc  et  et  par  F une 
expression  composée  d’une  manière  connue  au  moyen  des  quantités  qui 
entrent  s-ous  ce  signe,  nous  pourrons  représenter  les  équations  aux 
dérivées  partielles,  du  second  ordre  sous  la  forme  générale 


(1) 


F (æ,  y,  Z,  a',  a„  a",  a/,  a,,)  = 0;^ 


et  pareillement,  l’équation  générale  aux  dérivées  partielles  de  l’ordre 
m sera  représentée  par 

(2)  F (ce,  y,  z \ a/,  2!^^, . . . , ^ ^ 2,^)  Q. 

Pour  obtenir  des  résultats  aussi  généraux  que  possible  et  indé- 
pendants de  l’ordre  de  l’équation,  étudions  les  propriétés  caractéristi- 
ques des  intégrales  de  l’équation  (2)  d’ordre  quelconque  m. 

L’équation  (2)  peut  être  considérée  comme  une  condition  donnée 
pour  la  détermination  de  la  fonction  inconnue  s;  et  comme,  en  dehors 
de  cette  condition,  nous  ne  connaissons  aucune  autre  condition  com- 
plémentaire, la  fonction  « sera  déterminée  par  cette  condition  de  la 
manière  la  plus  générale,  si  elle  satisfait  à cette  condition  et  à toutes 
les  conséquences  qui  en  découlent  immédiatement.  Les  conséquences 
de  l’équation  (2)  sont  en  nombre  infini,  et  s’obtiennent  en  différen- 
tiant  cette  équation  autant  de  fois  qu’on  voudra  par  rapport  à x et 
à y.  D’ailleurs,  la  variable  2;  doit  être  déterminée  en  fonction  de  a: 
et  de?/;  par  conséquent,  la  solution  cherchée  devra  se  présenter  sous 
la  forme  d’une  équation  entre  £c,  ?/,  s,  ou  d’un  système  d’équations 
entre  ces  quantités,  et  d’autres  variables,  équations  qui  finalement  se 
réduisent  à une  seule  équation  entre  y ^ En  partant  de  ces 
considérations,  on  pourra  définir  comme  il  suit  la  solution  ou  l’inté- 
I grale  la  plus  générale  de  l’équation  (2). 

4.  On  appelle  intégrale  générale  d’une  équation  aux  déri- 
vées partielles,  de  l’ordre  m une  équation  ou  un  système  d’équations 
entre  les  variables  du  problème  x^  ?/,  2;,  jouissant  de  la  propriété 
suivante:  que  si,  d’une  part,  on  prend  les  équations  intégrales  et 
toutes  leurs  dérivées  par  rapport  à x et  à y,  jusqu’à  rordî*o  n 
inclusivement,  n étant  un  nombre  arbitrage,  non  moindre  que  m\  et 
si,  d’autre  part,  on  prend  l’équation  donnée  (2)  et  toutes  ses  dérivées 
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6) 


par  rapport  à æ et  à jusqu’à  l’ordre  n — m inclusivement;  le  pre-^ 
mier  système  devra  établir,  entre  les  variables  »,  y y la  fonction  z de 
ces  variables,  et  les  dérivées  de  cette  fonction  jusqu’à  l’ordre  ?^,  les 
mêmes  relations,  et  celles-là  seulement,  qui  sont  exprimées  par  le 
second  système  d’équations. 


[lie 


Si,  tout  en  remplissant  les  conditions  dont  nous  venons  de  parler, 
le  premier  système  d’équations  donne,  outre  cela,  entre  les  variables 
Xy  y y Z et  les  dérivées  de  s,  des  relations  non  renfermées  dans  le 
second  système  d’équations,  alors  l’integrale  sera  ou  particulière 
ou  singulière.  Une  intégrale  particulière  se  tire,  comme  cas  par- 
ticulier, de  l’intégrale  générale,  et  par  une  généralisation  convenable 
on  peut  en  déduire  l’intégrale  générale.  Une  intégrale  singulière  ne 
jouit  pas  de  ces  propriétés. 


Les  intégrales  dont  il  s’agit  sont  supposées  ne  pas  contenir  de  i 


'iûti 


sasi 


dérivées  de  la  fonction  on  peut,  d’après  cela,  les  appeler  des 
intégrales  primitives.  Si  dans  une  intégrale  il  entre  des  dérivées 
de  2;,  on  pourra  toujours  reconnaître  si  elle  est  générale,  au  moyen 
de  la  règle  précédente,  convenablement  modifiée.  Qu’une  telle  inté- 
grale soit,  ou  non,  générale,  on  pourra,  dans  tous  les  cas,  lui  donner 
le  nom  d’intégrale  intermédiaire,  puisqu’elle  peut  être  considérée 
comme  une  équation  différentielle  par  l’intégration  de  laquelle  on  peut 
obtenir  l’intégrale  primitive. 


i’aii 


iüli 


1 


mit 


2. 


5.  Eclaircissons  par  des  exemples  simples  les  définitions  données 
plus  haut  et  les  propriétés  des  équations  aux  dérivées  partielles.  Soit 
l’équation  du  second  ordre 


h 


(3) 


0, 


m étant  une  constante  donnée.  Son  intégrale  générale  peut  être 
représentée  par  le  système  des  équations 


(4)  2!  = (p((x)-j-7lj(l3),  a = jS  = x—yVm, 

ou,  en  éliminant  cc  et  /?,  par  l’équation  unique  . 

(5)  3 ==  — m)  y 

y 

cp  et  1]}  désignant  des  fonctions  entièrement  arbitraires. 


En  effet,  la  valeur  précédente  de  z satisfait  à l’équation  donnée  ' 
et  à toutes  les  équations  de  la  forme 


(6) 


Ch.  1.  § 2. 


0, 


que  Ton  obtient  en  différentiant  l’équation  donnée  ^ fois  par  rapport 
,à  a?,  et  h fois  par  rapport  à y.  Et  comme  l’équation  (5)  ne  fournit 
aucune  autre  relation  entre  les  dérivées  de  z .que  celles  qui  sont 
exprimées  par  les  équations  (6),  il  s’ensuit  de  là  qu’elle  représente 
l’intégrale  générale  de  l’équation  (3). 


(7) 


6.  Prenons  maintenant  cette  autre  expression 
Z = a-\-bx-\~  cy  gxy-\~mliy^^ 


\ 5,  c,  h,  g désignant  des  constantes  arbitraires.  Il  est  aisé  de 
s’assurer  qu’elle  satisfait  aussi  à l’équation  donnée  (3)  et  à toutes  ses 
conséquences  (6);  mais,  outre  cela^  l’expression  (7)  donne  encore 
d’autres  relations  entre  les  dérivées  de  ; et  en  effet,  toutes  ces  déri- 
vées , à partir  du  troisième  ordre,  sont  égales  entre  elles,  puisqu’elles 
se  réduisent  à zéro.  Par  conséquent,  l’équation  (7)  ne  représente 
[qu’une  intégrale  particulière  de  l’équation  (3).  Cette  intégrale  parti- 
culière est  remarquable  en  ce  qu’elle  renferme  précisément  autant  de 
constantes  arbitraires  qu’il  existe  de  dérivées  de  2;  depuis  le  premier 
ordre  jusqu’à  l’ordre  de  l’équation  donnée,  c’est-à-dire  cinq.  Par 
suite,  si  l’on  prend  l’équation  intégrale  et  toutes  ses  dérivées  jusqu’au 
second  ordre  inclusivement,  on  aura  précisément  autant  d’équations 
I qu’il  en  faut  pour  éliminer  toutes  les  constantes.  D’après  cette  pro- 
priété, une  telle  intégrale  particulière  a reçu  de  Lagrange  le  nom 
d’intégrale  complète.  Il  est  évident  que  l’intégrale  complète 
d’une  équation  du  ordre  doit  contenir  ^(m-f-l)(m-|-2)  — 1 con- 

stantes arbitraires. 

7.  Une  intégrale  particulière,  comme  l’indique  son  nom,  doit 
pouvoir  se  tirer,  comme  cas  particulier,  de  l’intégrale  générale.  Pour 
le  vérifier  sur  l’exemple  précédent,  introduisons,  dans  l’équation  (7), 
« et  /3  à la  place  de  £c  et  de  y,  au  moyen  des  deux  dernières  équa- 
tions du  système  (4).  Il  viendra 


et  cette  équation  se  déduira  de  l’équation  (ft)  en  donnant  ^ux  fonc- 
tions arbitraires  les  valeurs  particulières 
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8.  Mais  la  relation  réciproque  entre  les  intégrales  (3)  et  (7), 
en  vertu  de  laquelle  on  peut,  de  l’intégrale  particulière,  dite  complète, 
tirer  par  une  généralisation  convenable,  l’intégrale  générale,  est 
encore  plus  importante.  Lagrange  (*)  a fondé  cette  transformation 
sur  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Sa  méthode  peut  s’exposer 
sous  une  forme  générale,  de  la  manière  suivante. 


Soit 


V = 0 


une  intégrale  complète  de  l’équation  (1),  V renfermant  «/,  a et  cinq 
constantes  arbitraires  5,  c,  h.  Tirons  de  là  les  équations 


Ensuite,  pour  passer  à l’intégrale  générale,  supposons  que  I 
a,  à,  c,  h représentent  des  fonctions  de  £c,  ?/,  is,  qui  doivent  être  I 
déterminées  de  manière  que  les  différentielles  totales  des  expressions  I 
V,  P,  Q conservent  identiquement  la  même  forme  jqu’elles  avaient,  fi 
lorsque  a,  è,  c,  g,  h représentaient  des  grandeurs  constantes.  Pour 
cela,  il  suffira  d’égaler  à zéro  les  différentielles  de  Y,  P,  Q,  prises  en  .t 
faisant  varier  «,  è,  c,  à,  ce  qui  fournira  trois  équations  m 

linéaires  et  homogènes  par  rapport  à da^  dh^  dc^  dg^  dh.  Entre  ces  I 
équations  éliminons  deux  quelconques  des  cinq  différentielles,  et,  dans  fl 
le  résultat  de  l’élimination,  égalons  à zéro  les  coefficients  des  trois  S 
différentielles  restantes;  nous  aurons  ainsi  trois  équations  pour  déter-  I 
miner  les  cinq  quantités  et,  è,  c,  h.  D’après  cela,  deux  des  cinq  fl 
quantités  considérées  resteront  indéterminées,  et  nous  pourrons  les  1, 
représenter  par  des  fonctions  arbitraires  des  trois  autres;  toutefois,  A 
en  cela,  nous  devrons  procéder  de  telle  sorte,  que  finalement  les  va-  ■ 
leurs  des  cinq  quantités  a,  c,  g^  h s’expriment  toutes  en  fonction  3 
de  £c,  Z.  Il  suffira  ensuite  de  combiner  les  expressions  trouvées  » 
avec  l’équation  V = 0,  pour  avoir  l’intégrale  générale.  3 

(*)  Sur  les  intégrales  particulières  des  équations  diffé- 
rcnticllcs.  Nouveaux  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin,  1774,  p.  266.  — 
Oeuvres,  ton^c  IV.  p.  98. 
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9.  Pour  appliquer  cette  méthode  à Texemple  considéré,  remar- 
quons que  Ton  a 

V — — z-\-aA^hx-\-Gy-\~hx^-\-gxy-\-mhy^y 
s'  P = 

= Q = c-f-  gx-\-^mhy. 

Par  suite,  en  égalant  à zéro  les  différentielles  de  Y,  P,  Q rela- 
tives à la  variation  de  »,  è,  A,  on  trouve,  pour  déterminer  ces 
dernières  quantités,  les  trois  équations 

da-\~xdb^ydo-\-x^dh-\-xydg-\-my^dh  — O, 

db-\-2xdh-\-ydg  ==  O, 

dc-\-xdg-\-27roydh  — 0. 

Les  deux  dernières  équations  peuvent  être  remplacées  par  deux 
autres,  qui  leur  sont  équivalentes.  Pour  cela,  multiplions  la  première 
par  un  facteur  indéterminé  ft,  et  l’ajoutons  ensuite  à la  seconde;  il 
viendra 

g>db-\~dc-\-x{2g,dh-\-dg)-\-~'g,y{^-^dh-\-d^  ~ 0. 

On  peut  déterminer  p.  de  manière  que  l’on  ait  p = d’où  l’on 

tire  les  deux  valeurs  p.  = +l/m.  D’après  cela,  au  lieu  des  deux 
dernières  équations  du  système  précédent,  on  pourra  prendre  ces 
deux- ci; 

dc-^'\^  m:db-^{x-\-'^m.y){dg-\-2'\^m.d1i)  — 0, 

de  — m.db-\~{x  — '^m,.y){dg — 2'^m.dh)  — 0. 

Dans  la  première  de  ces  équations,  il  n’entt'e  que  les  différen- 
tielles des  variables 

g-\-^'^ m .h^ 

et  dans  la  seconde,  il  n’entre  que  les  différentielles  des  variables 

c — ’^m.b^  g — 

et  rien  n’empêche  de  supposer  la  première  do  ces  variables  égale  à 
une  fonction  arbitraire  de  la  seconde,  et  la  troisième  égale  à une 
fonction  arbitraire  de  la  quatrième.  En  désignant  donc  par  w et  tt 
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des  fonctions  arbitraires,  et  par  w',  îc'  leurs  dérivées  par  rapport  à 
leurs  arguments  respectifs,  on  aura 

c-j-V  m.b  — (ù 

c — '^m.h  — 2}/m.  Æ), 

d’où 

dG-\-'^ m.dh  — .{dg-\-2~^ m.dh)^ 

de — '^m.dh  = 7t\g  — 2ymM).{dg — -'2'^m.dli). 

Par  suite,  les  équations  précédentes  prennent  la  forme 

w'(5r-t-2l/m.A)  + (iC+l/m.^)  = 0, 

%\g  — — ’^m.y)  = 0. 

Comme  w',  te'  sont  des  fonctions  arbitraires,  si  l’on  désigne  par 
ü,  U deux  autres  fonctions  arbitraires,  on  aura,  d’après  ces  équations, 

5r-j-2ym.A  ==  ^i(aî+|l/m.2/), 

g — 2Vm./^  = II{x — 

OU,  en  posant  x-{-^m,y  = a,  x — = j3,! 

==  •Q.(a), 

g^2]/m.H=  n(P\ 

et  en  même  temps  les  équations  différentielles  précédentes  prennent 
la  forme 

dcA^"^ m . dh  — — 

de  — '^m.dh  — — ^.dll(§). 

Au  moyen  des  quatre  dernières  équations  on  trouvera  les  valeurs 
suivantes  de  quatre  des  quantités  cherchées, 

2 ’ 

fa.dSl(a)+fp.cin(P)  . fa.dSlict)  — r^.dn(P) 



En  substituant  ces  valeurs  et  les  expressions 
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Il 


a+P 


Ci — /3 

I2ym 


dans  la  première  des  équations  de  condition,  il  vient,  [toutes  réduc- 
tions faites, 

a\dSl(a)  — p^dn(P) 
dVm 


da  = 


et,  en  intégrant,  on  trouve,  pour  la  valeur  de  la  dernière  inconnue, 
fa\dSl{a)—fi^\dn{^) 

d — y — • 

4y  m 


10.  L’ensemble  de  l’équation  (7)  et  de  celles  qui  représentent 
les  valeurs  de  a,  5,  c,  g,  à,  a?,  y constitue  déjà  l’intégrale  générale. 
Mais,  si  l’on  veut  représenter  celle-ci  par  une  seule  équation,  il  faut 
alors  substituer  dans  l’équation  (7)  les  valeurs  de  a,  ô,  c,  h,  æ,  y. 
On  trouve  de  cette  manière,  après  réduction,  ^ 

fa^.dSl{ci)  — 2c'fci.d  i2(o!)-f-a2^(o!) 

^ m 

__  fpi  d niP)  - 2/3/i3 . dn(P) + /3^n(/3) 

dVm  “ 

Mais  cette  expression  de  s se  simplifie  encore  au  moyen  de  l’inté- 
gration par  parties,  et  prend  la  forme  suivante, 

fdafSl{a)dci — fd^fn{^)d^ 

Z — 7= — ^ 

2ym 


Enfin,  on  peut,  si  l’on  veut,  en  profitant  de  ce  que  les  fonctions 
n sont  arbitraires,  poser 

qj  et  désignant  des  fonctions  arbitraires;  par  suite  de  cela,  l’inté- 
grale générale  prendra  la  forme 

Z — q>(«)-|-'i/^(/3).  Ci  — x-\-y  m,y^  ^ — x — ^ m.y^ 


sous  laquelle  elle  a été  donnée  plus  haut. 

11.  La  méthode  de  la  variatiou  des  constantes  arbitraires,  pour 
la  classe  d’équations  que  nous  considérons,  n’a  pas  moins  d’impor- 
tance que  pour  les  autres  cas,  où  elle  a servi  à trouver  des  procédés 
généraux  d’intégration.  Mais  son  inventeur,  Lagrange,  n’ayant  pas 
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découvert  la  forme  la  plus  commode  pour  l’application  de  cette  mé-  ^ 
thode  dans  le  cas  considéré,  ne  l’a  pas  appréciée  à sa  juste  valeur  (*).  < 
Ampère  a fait  de  cette  méthode  une  application  beaucoup  plus 
heureuse,  comme  nous  le  ferons  voir  à la  fin  du  présent  Mémoire,  ■ 
où  nous  proposerons  une  généralisation  encore  plus  grande  de  ces  ' 
procédés,  et  où  nous  donnerons  des  formules  en  vertu  desquelles  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  se  présentera  comme  ; 
le  plus  général  des  moyens  d’intégration  pour  la  classe  d’équations 
considérée. 

12.  Examinons  maintenant  comment  la  méthode  de  Lagrange 
s’applique  aux  intégrales  intermédiaires  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  Représentons  par  . 

y = o 

: V 

une  intégrale  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  ordre 

F = 0. 


Si  elle  contient  des  dérivées  de  s;  de  l’ordre  h m,  nous  l’appel- 
lerons une  intégrale  intermédiaire  de  l’ordre  k.  L’équation  Y = 0, 
avec  toutes  ses  dérivées  par  rapport  à a;  et  à 3/,  jusqu’à  l’ordre 
m — k^  forme  un  système  d’équations,  dont  le  nombre  est  égal  à 
— k){m  — ^+1).  Par  suite,  si  l’intégrale  V = 0 est  particulière, 
alors  le  plus  grand  nombre  de  constantes  arbitraires  qu’elle  puisse 
contenir,  pour  que,  par  leur  élimination  du  système  en  question,  on 
obtienne  l’équation  donnée  F = 0,  sera  — k){m — k+l)-l. 
A cette  condition,  l’intégrale  intermédiaire  est  dite  complète. 


13.  D’après  cela,  les  intégrales  intermédiaires  d’une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  ne  peuvent  être  que  du 
premier  ordre,  et  une  intégrale  complète  W ==  0 d’une  telle  équation 
doit  renfermer  deux  constantes  arbitraires,  soit  a et  b.  Pour  passer 
de  cette  intégrale  complète  à l’intégrale  générale  du  premier  ordre, 
il  faut  considérer  a et  b comme  des  fonctions  de  x,  y,  s,  z\  dé- 
terminées de  façon  que  la  différentielle  complète  de  W conserve 
encore,  dans  cette  hypothèse,  une  forme  identique  à celle  qu’elle 
avait,  lorsque  a et  b étaient  des  constantes.  En  égalant  à zéro  la 


(*)  „Au  reste,  on  voit  par  cet  exemple,  qui  est  d’ailleurs  un  des  plus 
simples,  que  la  méthode  dont  il  s’agit,  quoique  directe  et  générale,  est  en 
quelque  façon  plus  curieuse  qu’utile,  à,  cause  des  difficultés  qui  peuvent  se 
rencontrer  dans  l’intégration  des  équations  de  condition.“  (Lagrange,  Mé- 
moire cité  plus  haut,  p.  269.  — Oeuvres,  tome  IV,  p.  101.). 
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différentielle  de  W,  prise  en  ayant  égard  à la  variation  de  a et  de 
nous  aurons  pour  unique  équation  de  condition 


0a 


da  -|— 


équation  qui  doit  servir  à déterminer  les  fonctions  a_et  h.  Comme 
il  n’y  entre  que  les  différentielles  des  deux  seules  variables  a et 
on  pourra  prendre  pour  la  seconde  de  ces  quantités  une  fonction 
arbitraire  de  la  première,  en  posant  h = (p(a).  En  conséquence, 
réquation  de  condition  précédente  prendra  la  forme 


0a  ' 0è 


<?>'(«)  = O, 


et,  jointe  aux  équations 

h — q)(a),  W — 0, 

elle  représentera  l’intégrale  générale  de  l’équation  donnée. 


Ainsi,  par  exemple,  l’intégrale  complète  du  premier  ordre  de 
l’équation  (3)  est 

m.y). 

En  la  généralisant,  on  posera 


m.y)db  = 0,  b = (p(a)j 


d’ob 


ou 


l-^{x‘-\-']/m.y)(p'{a)  = 0, 


cp'ia)  = 


m.y 


Par  suite,  a est  une  fonction  arbitraire  de  x-\~l/m.y\  mais  h 
est  une  fonction  arbitraire  de  a et  aussi,  par  conséquent,  de 


donc  a-{-h{x-\-^m,.y)  est  également  une  fonction  arbi- 
traire de  z-{-'^in.y.  Ainsi  l’intégrale  générale  du  premier  ordre  de 
l’équation  (1)  sera 


m.z  — (ù{x-\-y'  m.y)^ 

en  désignant  par  co  une  fonction  arbitraire.  Au  moyen  de  cette  i]»té- 
gralc,  il  est  maintenant  facile  d’obtenir  rintégrale  générale  primitiv(\ 


14.  On  voit  par  là  que  l’application  de  la  méthode  de  Lagrange 
aux  intégrales  complètes  intermédiair(\s  des  équations  du  second  ordre' 
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est  considérablement  simplifiée  par  cette  circonstance,  que,  pour  la 
détermination  des  fonctions  a et  è,  on  n’a  qu’une  seule  équation  de 
condition.  H peut  sembler,  d’après  cela,  que,  au  lieu  d’appliquer  cette 
méthode  immédiatement  à l’intégrale  complète  primitive,  il  serait 
beaucoup  plus  simple  de  déduire  de  celle-ci  une  intégrale  complète 
du  premier  ordre,  et  d’appliquer  ensuite  à cette  dernière  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Cependant,  en  suivant 
cette  voie,  il  se  présente  une  difficulté:  l’intégrale  complète  primitive 
renferme  cinq  constantes  arbitraires,  et,  jointe  à ses  deux  dérivées 
du  premier  ordre,  donne  en  tout  trois  équations,  entre  lesquelles  il 
est,  en  général,  impossible  d’éliminer  trois  constantes,  pour  obtenir 
une  intégrale  complète  du  premier  ordre,  laquelle  ne  doit  contenir 
que  deux  constantes. 

Ainsi  il  s’ensuit  de  là  qu’une  intégrale  complète  d’une  équation 
aux  dérivées  partielles  n’entraîne  pas,  à la  façon  d’une  intégrale 
complète  d’une  équation  différentielle  ordinaire,  comme  conséquence' 
algébrique  nécessaire,  l’existence  des  intégrales  complètes  inter- 
médiaires. Une  circonstance  plus  digne  encore  de  remarque,  c’est 
que,  parmi  les  équations  aux  dérivées  partielles,  il  s’en  trouve  qui 
n’admettent  pas  du  tout  d’intégrales  intermédiaires.  Pour  confirmer 
cette  remarque,  il  nous  suffira  de  la  vérifier  sur  un  exemple  simple. 

15.  Soit  donnée  l’équation 


Supposons  qu’à  cette  équation  corresponde  une  intégrale  du 
premier  ordre  que  nous  pourrons,  sans  restreindre  la  généralité, 
^Représenter  sous  la  forme 

2'  y,  2:,  ^i). 


D’après  cela,  l’équation  donnée  pourra  être  considérée  comme 
une  conséquence  algébrique  de  la  dernière  équation  et  de  ses  deux 
équations  dérivées 


(b) 

(c) 


I aJL 


dz. 


et  par  suite,  dans  ce  système,  on  pourra  remplacer  l’une  ou  l’autre 
des  équations  (b),  (c)  par  l’équation  proposée.  Mais,  si  l’on  tirait 
des  équations  Cb),  (c)  les  valeurs  de  deux  des  quantités  z'\  z/,  z^p 
et  qu’on  substituât  de  nouveau  ces  valeurs  dans  ces  mêmes  équations, 
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on  obtiendrait  évidemment  des  identités.  Par  suite,  on  obtiendra, 
absolument  de  la  même  manière,  une  identité  comme  résultat  de  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  donnée. 

En  mettant,  dans  l’équation  donnée,  pour  z/  sa  valeur  tirée  de 
l’équation  (b),  il  vient 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  cette  équation  doit  être  identique, 
du  moment  que  l’équation  donnée  admet  une  intégrale  du  premier 
ordre.  Dans  l’identité  supposée,  le  terme  en  z^^  ne  peut  se  réduire 
avec  aucun  autre;  donc  on  a 


c’est-à-dire  que  / ne  renferme  pas  Zj.  Dans  ce  cas,  le  terme  en  z^ 
n’en  a plus  d’autre  semblable  à lui,  et  l’on  doit  avoir 


Donc  f ne  peut  contenir  que  x et  y.  Mais  alors  l’égalité  entre 

et  Z,  à laquelle  se  réduit  finalement  la  condition  (d),  ne  peut 

subsister.  Par  conséquent,  l’équation  considérée  ne  saurait  admettre 
une  intégrale  du  premier  ordre  (*). 

16.  Le  raisonnement  précédent,  quoique  développé  sur  un 
exemple  particulier,  n’en  a pas  moins  une  généralité  suffisante.  En 
l’appliquant  à certains  cas,  comme  on  l’a  fait  tout  à l’heure,  on  se 
convainc  de  l’impossibilité  de  l’existence  d’une  intégrale  intermédiaire  ; 
dans  d’autres  cas,  on  est  conduit  à plusieurs  équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  /,  non  contradictoires  entre 
elles.  Quelquefois,  en  effet,  par  cette  voie,  l’intégration  d’une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  conduit  à l’intégration 
d’un  système  d’équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Mais  nous  nous  bornerons  ici  à cette  indication, 
notre  dessein  étant  de  passer  maintenant  à l’exposition  des  princi- 
pales propriétés  des  intégrales  générales , sur  lesquelles  sont  fondées 
d’autres  méthodes  plus  générales  pour  l’intégration  de  la  class(* 
d’équations  considérée. 


Ranbc,  DiflVrcnzial-  nnd  Integralrechnung.  Bd.  III.  § 704, 
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17.  Les  propriétés  fondamentales  de  l’intégrale  générale  d’une 
équation  aux  dérivées  partielles  découlent  de  sa  détermination,  donnée 
plus  haut  (§  1).  Nous  avons  vu  que  l’intégrale  générale  peut  être 
représentée  par  un  système  de  plusieurs  équations,  conduisant  finale- 
ment à une  seule  équation  entre  les  variables  du  problème  æ,  «/,  s. 
Soit  donc 

V = 0 

une  équation  entre  ar,  «/,  « et  certaines  quantités  arbitraires,  dont  le 
nombre  et  la  nature  sont  encore  inconnus,  laquelle  représente  l’inté- 
grale générale  de  l’équation  (2)  aux  dérivées  partielles  de  l’ordre  m. 
Occupons  nous  de  déterminer  le  caractère  principal  et  le  nombre  de 
ces  quantités  arbitraires,  et  d’étudier  les  diverses  circonstances  qui 
peuvent  se  présenter  dans  le  passage  de  l’intégralo  générale  à l’équa- 
tion différentielle  correspondante. 

18.  En  désignant  par  n un  nombre  non  moindre  que  m,  et 
joignant  à l’équation  intégrale  générale  toutes  ses  dérivées  par  rapport 
à £c  et  à 2/,  jusqu’à  l’ordre  n inclusivement,  on  formera  un  système 
d’équations,  que  nous  pourrons  représenter  comme  il  suit,  d’après  le 
système  de  notations  que  nous  avons  adopté, 


(A) 


i 

( 


Y =0, 

V'  =0,  V,  = 0, 

Y"  = 0,  Y/  = 0,  Y,,  ==  0, 


^{n)  ^ 0,  Y(»*-l)  = 0, 


y;-i  = o,  Yn-o. 


Pareillement,  avec  l’équation  (2)  et  toutes  ses  dérivées  jusqu’à 
l’ordre  n — m,  on  formera  le  système  d’équations 


(B) 

/ F = 0, 

l F'  = 0,  F,  = 0, 

^ F"  = 0,  F/  = 0,  F„  = 0, 


F(»-«)  = 0,  F/>*->“-i)  = 0,  ...  ; F'„-„_1  = 0,  F„-„,  0. 


Les  équations  (A),  d’après  la  définition  de  l’intégrale  générale, 
ne  doivent  fournir,  entre 


.V)  • • • . > *(«)j 

que  dos  relations  identiques  à colles  (pii  se  déduisent  dos  équations  (B). 
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|Mais  dans  le  système  (A)  on  a équations,  tandis  que, 

ijlans  le  système  (B),  il  ne  s’en  trouve  que  ^{n — m + !)(«-  m-j-2). 
Donc  le  premier  de  ces  deux  systèmes  peut,  et  même  doit  renfermer 
les  quantités  arbitraires,  qui  n’entrent  pas  dans  le  second,  et  dont  le 
aombre  ne  doit  pas  être  moindre  que  la  différence  des  deux  nombres 
et  i(n — m-\-l){n — laquelle  est 

[C)  (v^-f-l)w^ — \m{m — ^1). 

î Dans  ce  ca's  seulement  il  est  possible  de  rendre,  par  l’élimination 
les  quantités  arbitraires,  les  systèmes  (A)  et  (B)  complètement  iden- 
jiques  entre  eux.  En  considérant  le  nombre  (C),  qui  indique  la 
imite  inférieure  du  nombre  des  quantités  arbitraires  dans  les  équa- 
ions  (A),  on  remarque  qu’il  n’est  pas  constant,  mais  qu’il  croît,  au 
contraire,  en  même  temps  que  n.  Donc,  relativement  à la  nature  des 
luantités  arbitraires  qui  entrent  dans  l’intégrale  générale,  nous  som- 
Ijnes  en  droit  de  poser  cette  conclusions 

Une  intégrale  finie  d’une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles doit,  pour  être  générale,  renfermer  des  quantités 
Arbitraires  dont  le  nombre  croît  par  la  différentiation 
répétée  de  l’intégrale. 

i 19.  L’analyse  mathématique  ne  fournit  que  deux  formes  d’ex- 
pressions des  quantités  arbitraires,  qui  satisfassent  à la  condition 
Précédente. 

' A la  première  forme  appartiennent  les  fonctions  arbitraires  d’ar- 
paments  exprimés  par  des  fonctions  déterminées  des  variables  prin- 
cipales, par  rapport  auxquelles  se  fait  la  différentiation.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  l’équation 

j;  — 0, 

||ous  avons  eu  l’intégrale  générale 

liù  cp  et  'ip  sont  des  fonctions  arbitraires  des  arguments  respectifs 
l et  jS,  donnés  en  fonctions  explicites  de  x et  de  y. 

Mais  les  arguments  qui  entrent  sous  les  signes  de  fonctions 
Irbitraires  dans  l’intégrale  générale  s’expriment  aussi  quelquefois  par- 
les fonctions  implicites  des  variables  principales,  et  cela,  de  telle 
forte  que  ces  expressions  varient  en  même  temps  que  la  forme  des 
Ipnctions  arbitraires.  On  en  trouve  un  exemple  dans  l’équation 
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dont  l’intégrale  est 

j xa^ — 2a^y-\-4^ci^cp{a) 


— 4iJci^cp{ct)da-\-'\\}{§)^ 


^ ^ d(p(a)\ 

2/=«d*+— j> 


îqüi 

irati 


lODD 


comme  on  peut  s’en  assurer  par  la  vérification.  Il  entre  dans  cettef 
expression  deux  fonctions  arbitraires  (p  et  dont  les  argumenti 
respectifs  a et  ^ sont  donnés  sous  forme  de  fonctions  implicites 
de  X et  de  y,  déterminées  au  moyen  des  deux  dernières  équations  de 
l’intégrale,  de  telle  sorte  que  leurs  expressions-  varient  avec  la  forme 
de  la  fonction  cp. 


pû 


20.  Il  y a encore  une  autre  forme  possible  pour  les  expressions  s éti 
analytiques  des  quantités  arbitraires  de  l’intégrale  générale,  qui  satis-foncl 
font  également  à la  condition  énoncée  plus  haut.  Pour  nous  faire 
une  idée  de  cette  forme,  concevons  l’intégrale,  définie  ou  indéfinie|’intf 
d’une  expression  renfermant  une  fonction  arbitraire,  combinée  avec 
certaines  quantités  variables,  dont  une  seule  — celle  dont  la  diffé 
rentielle  multiplie  cette  expression  — est  considérée  comme  variable 
tandis  que  les  autres  sont  supposées  constantes  dans  cette  opération 
L’exécution  d’une  telle  intégration  peut  être  appelée,  d’après  Ampère 
par  analogie  aVec  la  différentiation  partielle,  une  intégration  par- 
tielle, et  son  résultat  sera  désigné  sous  le  nom  d’intégrale  par 
tielle  ou  de  quadrature  partielle. 


iielk 

iitioi 


téris 

plie, 


es 


pasi 


Comme,  dans  une  intégrale  partielle,  toutes  les  quantités,  autres 
que  la  variable  d’intégration,  sont  considérées  comme  constantes,  onte 
obtiendra,  en  les  différentiant  par  rapport  à ces  constantes,  d’autresjLem 
intégrales  partielles,  différentes  en  général  de  la  première,  et  qui 
par  conséquent,  se  trouvant  dans  les  équations  (A),  doivent  être  elles- 
mêmes  éliminées  individuellement. 


h 


Pour  faire  mieux  comprendre  ce  que  sont  les  expressions  de  cette 
forme,  prenons  des  exemples  particuliers.  L’intégrale  générale  defPP® 
l’équation 

z"  = Z, 


peut  être  représentée  sous  la  forme 

+ 00 


^ cp(x  -j-  2?/  y y)  du. 


iei 


Ils 

aièi 


SitiO! 

;|la. 


îeiii 
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Il  y entre  l’intégrale  partielle  définie  d’une  expression,  dans 
aquelle  (p  désigne  une  fonction  arbitraire,  et  u la  variable  d’inté- 
jration,  tandis  que  les  variables  indépendantes  y de  l’équation 
lonnée  figurent«'dans  cette  intégrale  comme  des  paramètres  arbitraires. 

L’équation 


te  L pour  intégrale  générale 

its 
68 

de  g = 2e  « 

ne 

a:==x-\-y^ 

ns  I étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  cp  et  ip  des  signes  de 
is-  onctions  arbitraires , x la  variable  d’intégration  dans  l’intégrale  par- 
ie ielle  indéfinie,  et  la  quantité  a =-  x-j-y  étant  considérée,  pendant 
ie,  'intégration,  comme  un  paramètre  constant 

ec 

. 21,  Les  intégrales  générales  des  équations  aux  dérivées  par- 

ielles  qui  contiennent  des  fonctions  arbitraires,  mais  dans  la  compo- 
ition  desquelles  il  n’entre  point  d’intégrales  partielles,  forment  une 
^ dasse  comparativement  plus  simple,  et  qui  présente  des  traits  carac- 
^ éristiques  mieux  déterminés.  Leur  simplicité  relative  consiste  en  ce 
^ lue,  quand  on  les  différentie  par  rapport  aux  variables  autres  que 
es  arguments  a , . . . des  fonctions  arbitraires,  elles  ne  fournissent 

|)as  d’autres  quantités  arbitraires  que  celles  qui  sont  déjà  renfermées 
esjlans  les  équations  de  l’intégrale;  ce  qui,  comme  on  l’a  remarqué  plus 
01  liant,  peut  ne  pas  avoir  lieu  relativement  aux  intégrales  partielles, 
eî  peur  trait  caractéristique  constant,  comme  nous  le  démontrerons  plus 
ni  pas,  consiste  en  ce  que  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  indépen- 
JS.  lantes  qu’elles  contiennent  est  toujours  égal  à l’ordre  des  équations 
liiîérentiellcs  auxquelles  appartiennent  ces  intégrales. 


/ 


(p(a  — 2x)('/x~j~'fp(a) 


J Ampère  a formé  avec  ces  intégrales  une  classe  spéciale  qu’il 
I ippelle  la  première  classe.  Cette  dénomination  n’est  peut-etr(> 
)as  très -juste,  parce  qu’elle  pourrait  faire  croire  qu’après  la  pre- 
nière  classe  il  en  doit  venir  une  seconde,  tandis  que  la  classiti- 
îation  ne  se  poursuit  pas  plus  loin.  11  semble  préférable,  d’après 
îcla,  d’adopter  pour  ces  intégrales  la  dénomination  d’intégi-ales 
générales  sans  quadratures  partielles. 

22.  Nous  représenterons  le  type  général  d’une  intégrale  tle  celte 
'lasse,  correspondante  à une  équation  diiférenti(;lle  du  onlia'. 

.)•» 
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sous  la  forme  d'un  système  d’équations,  en  nombre  provisoire- 
ment indéterminé,  et  renfermant; 


1®.  Outre  les  variables  priimipales  a?,  y,  les  Z;  quantités 
variables 

ft  7^1 


les 


2^.  Un  nombre  provisoirement  indéterminé,  de  fonctions 
arbitraires,  indépendantes  entre  elles. 


«(y),.*.; 


3^.  Les  dérivées  de  ceS  fonctions,  jusqu’à  des  ordres  déter-  eiirt 
minés, 


i 


g)'(a),  etc..., 


RP 


obtenues  par  les  différentiations  relatives  aux  arguments  respectifs®' 

«,  /?,  y, . . . . 


4^.  Des  quantités  obtenues  par  l’intégration  relative  à a d’exri 
pressions  données  quelconques,  dépendantes  de  or,  (p{ci)y 
ou  par  l’intégration  relative  à P d’expressions  données  quelconques,  |arial 
dépendantes  de  p,  'tp(P),  V^'(P),  • . etc. 


§.  4. 


23.  Une  intégrale  générale  sans  quadratures  partielles,  du  type 
que  nous  venons  de  décrire,  renferme  des  quantités  arbitraires,  dont 
le  nombre  croît  avec  celui  des  différentiations  des  équations  de  l’in- 
tégrale. Examinons  maintenant  de  quelle  manière  des  quantités 
arbitraires,  non  renfermées  dans  les  équations  de  l’intégrale,  se  pro- 
duisent successivement  dans  les  expressions  des  dérivées  partielles  de 
la  fonction  s.  Pour  cela,  voyons  d’abord  comment  on  peut  déduire  ^our 
des  équations  de  l’intégrale  les  expressions  de  toutes  les  dérivées  de  zJ  iate, 


En  différentiant  successivement  par  rapport  à a:  et  à y les 
équations  de  l’intégrale,  on  obtient  2(^-|-l)  équations  du  premier 
ordre,  d’où  l’on  peut  tirer  les  expressions  des  2(^+1)  dérivées  du 
premier  ordre 


En  passant,  au  moyen  de  nouvelles  différentiations  par  rapport 
à æ et  à 2/,  aux  équations  du  second  ordre,  dont  le  nombre  sfera 
3(7^4-!),  et  y substituant  les  expressions  précédentes  de  z,,  a', 

/3',  p„  . . on  pourra  en  tirer  les  expressions  .des  3(^-j~l)  dérivées  du 
second  ordre 


iiiiii: 
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in  -t  ^ 1 ^i't  ^éit'-’' 

En  continuant  de  cette  manière,  jusqu’  à ce  que  nous  arrivions 
it(  un  ordre  arbitraire  quelconque  on  pourra  obtenir  successivement 
es  expressions  de  toutes  les  dérivées 

•••?  •••?  ««î 

01 

ans  lesquelles  entrent  les  quantités  contenues’  dans  l’iutégrale,  et, 
e plus,  les  nouvelles  quantités  arbitraires  qui  s’obtiennent  par  la 
ifférentiation  des  quantités  arbitraires  de  l’intégrale  par  rapport  à 
ei  mrs  arguments  respectifs. 

24.  Pour  la  résolution  des  différentes  questions  relartives  à 
apparition  de  ces  nouvelles  quantités  arbitraires  dans  les  expressions 
il  es  dérivées  de  z,  changeons  d’abord  le  système  des  variables  indé- 
endantes.  En  supposant  que  chacun  des  arguments  a,  y, . . . des 
)nctions  arbitraires  dépende  à la  fois  des  deux  variables  x,  y,  intro- 
® uisons,  comme  nouveau  système  de  variables  indépendantes,  un  quel- 
onque  de  ces  arguments,  par  exemple  a,  et  l’une  des  anciennes 
ariables  indépendantes,  par  exemple  x. 

Supposons  que  l’on  ait 


n vertu  de  cette  équation,  y Sera  une  fonction  de  a;  et  de  c^,  et 
3utes  les  quantités  variables  dépendantes  de  a;  et  de  «/  pourront 
laintenant  être  considérées  comme  des  fonctions  de  a;  et  de  a. 

A cela  ajoutons  encore  une  remarque,  dont  nous  ferons  bientôt 

. dy  dy 

tsage,  savoir,  que  les  derivees  ^ et  g-  ne  peuvent  avoir 

»our  valeurs  O ou  oo.  Car,  en  prenant,  dans  l’équation  précé- 
dente, X et  a pour  variables  indépendantes,  et  différentiant  oette 
iquation  par  rapport  à a;  en  considérant  a comme  constant,  on  a 


n — 


d’où 


^f_ 

hy  dx 

B x ^ df 
dy 


lonc  devient  O ou  oo,  lorsqu’  on  a respectivement 


dx 


S/ 


lu  ^ ==  0;  mais  aucun  de  ces  deux  cas  n’est  possible,  car  / repré- 
ente la  valeur  de  «,  laquelle  dépend,  par  hypothèse,  de  x et  do  y. 
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De  plus,  3/,  d’après  l’équation  ci=f{x^y)^  est  évidement  une'- 

dy  -,  ^ 

fonction  de  par  conséquent,  ^ ne  peut  se  réduire  a zéro.  En 

différentiant  cette  équation  par  rapport  à æ étant  par  suite  con- 
sidéré comme  constant,  il  vient 


df  dy 
dyda’ 


d’où 


^ ^ il 

dcc  df 
dy 


Donc  sera  = si  ^ = 0;  mais  ce  cas  n’est  pas  possible, 

car  la  fonction  /*,  qui  représente  la  valeur  de  a,  contient  y. 


Ainsi,  dans  les  h~\-l  équations  de  l’intégrale,  on  considérera  x 
et  Ci  comme  les  variables  indépendantes,  les  autres  variables,  au 
nombre  de  savoir,  ?/,  is,  y,...  étant  des  fonctions  de  x et 

de  Ci. 


Pour  désigner  les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  nouvelles 
variables  indépendantes  x et  a,  on  se  rappellera  la  convention  établie 
ci-dessus  (§  1,  art.  2). 


25.  Maintenant,  concernant  l’apparition,  dans  les  dérivées  de  a 
déduites  des  équations  de  l’intégrale,  de  quantités  arbitraires  non 
renfermées  dans  ces  équations,  on  peut  démontrer  la  proposition 
suivante: 

Si  une  nouvelle  quantité  arbitraire  (quelque  fonction 
arbitraire  de  «,  non  renfermée  dans  les  équations  de  l’in- 
tégrale) apparaît  pour  la  première  fois  dans  l’expression 
de  la  dérivée  partielle  sb),  de  l’ordre  n = cette  quan- 

tité doit  nécessairement  apparaître  aussi  dans  toutes  les 
dérivées  partielles  du  ordre  de  ^ 

(n)  .(»),  2(m), 


Il  sufüt  de  démontrer  cette  proposition  pour  les  dérivées 
voisines  de  dans  la  suite  {n)  parce  que,  en  appli- 
quant la  même  démonstration  aux  dérivées  situées  à droite  de 

tc+1 

et  à gauche  tle  on  l’étendra  à toute  la  suite  {n). 


Pour  cola,  prenons  les  dérivées  partielles,  du  (w  — i)ième  ordre 
,^0—1)  et  déduit  {x  et  y étant  prises  pour  variables 

indépendantes),  en  dillérentiant  la  première  par  rapport, à a-,  la  se- 
conde par  rapport  à y. 


lë 

lèse 

par 

kl 

ï 

k 

De 

I)  Il 
iaii 
ïâtf 

s’ai 

saY 

arl) 


les 

ie 

ai' 

ie 

le 


ie' 

P 

Ifi 
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lins  Si  l’on  prend  maintenant  pour  variables  indépendantes  x et  «,  en 
iifférentiant  ces  deux  mêmes  fonctions  par  rapport  à a-,  il  vient 


0»(‘) 

k-l 


d’où  l’on  tire 


04*) 


it— 1 


Æ— 1 
dx 


4*+i)  = ^ = 


*+l 


04*-i) 


Mais,  par  hypothèse,  il  apparaît  dans  z^\  une  nouvelle  quantité 

arbitraire,  qui  n’entre  ni  dans  les  équations  de  l’intégrale,  ni  dans 
les  expressions  des  dérivées  de  0 jusqu’  à l’ordre  n — 1 inclusivement; 
par  suite,  elle  ne  peut  entrer  non  plus  ni  dans  l’expression 
de  y tirée  des  équations  de  l’intégrale,  ni  dans  les  expressions  de 

obtenues  en  différentiant  par  rapport  à x les  dérivées 


du  {n — l)iènie  ordre  considère  a comme  constant. 

^ * 0? 

» îDe  plus,  d’après  ce  qu’on  a démontré  plus  haut,  ^ ne  peut  être  ni 

X)  ni  00.  Ainsi  les  fonctions  arbitraires  considérées  de  a n’entrent 
dans  les  seconds  membres  des  dernières  égalités  que  par  le  multipli- 
1 cateur  ;s?b')  des  seconds  termes;  et  comme  ces  termes  ne  peuvent 


s’annuler,  il  faut  donc  que  les  premiers  membres  de  ces  égalités, 
savoir,  les  expressions  4—/^  4+î?^  renferment  la  même  fonction 

arbitraire  de  « qui  s’est  introduite  dans  z(^\  Ce  qu’il  fallait  démontrer. 


26.  La  proposition  réciproque  de  la  précédente  doit  avoir  né- 
cessairement lieu,  savoir  que,  si  l’expression  do  la  dérivée  sjW, 

de  l’ordre  n = contient  pas  d’autres  fonctions 

arbitraires  de  cc  que  celles  qui  entrent  dans  les  dérivées 
des  ordres  inférieurs,  toutes  les  dérivées  de  l’ordre  n 
devront  jouir  de  la  même  propriété. 


27.  Pour  voir  à quelle  condition  apparaît,  dans  les  expressions 
des  dérivées  du  ordre,  une  nouvelle  fonction  arbitraire  de  or, 

qui  ne  se  k*ouve  pas  dans  les  expressions  des  dérivées  de  l’ordre 
n — 1,  prenons  une  de  ces  dernières  et  difterentions-la  partiel- 

lement par  rapport  à a.  On  obtient  l’égalité 
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da  * da 


où 


Bd 


ne  peut  être  ni  0 ni  co;  donc 


Z(0  = 4- 

k P,, 


Bd 


Dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  du 
second  membre  doit  apparaître  la  nouvelle  fonction  arbitraire  de  a, 
qui  n’entrait  pas  dans  les  expressions  de  z(^2.i  4e  cette  fonction 

arbitraire,  si  toutefois  elle  n’entre  pas  exclusivement  dans  un  facteur 
commun  au  numérateur  et  au  dénominateur,  se  trouvera  ainsi  dans 
l’expression  de  la  dérivée  du  ordre  Cette  remarque,  jointe 

à la  proposition  précédente,  conduit  aux  conclusions  suivantes: 


1®.  Les  expressions  des  dérivées  du  ordre 


renfermeront  une  fonction  arbitraire  non  contenue  dans  les  expres- 
sions des  dérivées  du  {n  — l)ième  ordre  ...,  sw— i,  pourvu  que 

cette  fonction  n’entre  pas  exclusivement  dans  un  facteur  commun  à 

, . , , . 1)  Bzn—l 

^ et  a cnacune  des  expressions 


Ces  dernières  ex- 


Bd  Bd 

pressions  doivent,  toutes  sans  exception,  contenir  ou  ne  pas  contenir 

. . Bi/ 

le  facteur  en  question,  commun  çiyec 


nue 


''ie 


ICO 


2^.  Comme,  dans  la  fonction  qui  représente  la  valeur  de  ziO^ 

le  nombre  n = variant,  le  dénominateur  reste  toujours  le  même, 
tandis  que  le  numérateur  change  continuellement  ; la  nouvelle  fonction 
de  d qui  y apparaît  ne  pourra  être  constamment  la  même,  mais  étant 
différente,  et  même  toujours  renfermée  dans  un  facteur  particulier, 
elle  ne  pourra  constamment  se  réduire  avec  un  facteur  semblable  du 
dénominateur;  car,  dans  ce  cas,  ce  dernier  devrait  être  formé  d’un 
nombre  indéterminé  de  facteurs  différents.  Par  conséquent,  il  existe 
toujours  un  ordre  de  dérivées  dans  lesquelles  s’introduit  une  fonc-] 
tion  arbitraire  de  a non  contenue  dans  les  expressions  des  dérivées 
inférieures  ; et 


3^.  Dès  que  cela  a lieu  pour  un  certain  ordre  de  dérivées 
alors,  dans  chacun  des  ordres  suivants  + apparaîtront 

de  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  a.  Il  suffit  de  s’en  assurer  pour  ;j 
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Tordre  + 
trouve 


En  diffërentiant  z(*>  partiellement  par  rapport  à a,  on 


A 


0f) 


da 


Le  numérateur  du  second  membre  de  la  dernière  égalité  contient  une 
fonction  de  a,  qui  est  la  dérivée  de  celle  qui  a paru  pour  la  pre- 

Sy 

mière  fois  dans  et  cette  fonction  ne  peut  entrer  dans 
puisque  la  fonction  primitive  correspondante  n’entrait  pas  dans  y. 

28.  A l’exemple  d’Ampère  nous  appellerons  les  expressions 
des  dérivées  de  s homogènes  à l’intégrale  par  rapport  à a,  si 
elles  ne  renferment  que  les  mêmes  fonctions  arbitraires  de  a qui  entrent 
dans  les  équations  de  l’intégrale. 

De  cette  définition  il  ne  s’ensuit  pas  que  les  dérivées  homogènes 
à Tintégrale  doivent  contenir  immanquablement  toutes  les  fonctions 
arbitraires  de  a qui  entrent  dans  Tintégrale;  il  suffit  qu’elles  n’en 
contiennent  aucune  qui  n’entre  dans  Tintégrale. 

Les  dérivées  de  ^ seront  dites  hétérogènes  à l’intégrale 
par  rapport  à a,  lorsqu’elles  renfermeront  des  fonctions  arbitraires 
de  ex  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  équations  de  Tintégrale. 


29.  En  faisant  usage  de  ces  dénominations,  on  peut  exprimer 
comme  il  suit  les  résultats  obtenus  dans  ce  §; 

1^^.  Si  la  dérivée  z',  et  par  suite  aussi  la  dérivée  z^,  sont  hété- 
rogènes à Tintégrale,  toutes  les  autres  dérivées  seront  hétérogènes 
à Tintégrale. 

2®.  Si  la  dérivée  de  Tordre  n ==  est  homogène  à Tin- 
tégrale, toutes  les  dérivées  du  même  ordre  et  des  ordres  inférieurs 
seront  homogènes  à Tintégrale. 

3®.  Il  existe  toujours  une  dérivée  de  2?,  dans  laquelle  commence 
à paraître  une  fonction  arbitraire  de  a qui  ne  se  trouve  pas  dans 
les  ^quations  dont  se  compose  Tintégrale;  cette  fonction  commence 
à paraître  à la  fois  dans  toutes  les  dérivées  du  même  ordre;  et 


4P.  Alors,  dans  chacun  des  ordres  de  dérivées  qui  suivent,  se 
produiront  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  a,  qui  ne  se  trouvent 
ni  dans  les  équations  do  Tintégrale,  ni  dans  les  dérivées  des  ordres 
précédents. 
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30.  Ke marque.  Nous  avons  supposé  ci-dessus  [24]  que  les 
équations  de  l’intégrale  générale,  sans  quadratures  partielles,  ne  con- 
tiennent que  des  fonctions  arbitraires  dont  les  arguments  «,  p,  y, . . . 
sont  des  fonctions  des  deux  variables  a;,  ^ à la  fois.  Dans  cette  hy- 
pothèse, on  a démontré  que  les  expressions  des  dérivées  de  z d’un 
même  ordre  quelconque,  déduites  des  équations  de  l’intégrale,  doivent 
être,  sans  exception,  ou  toutes  homogènes  ou  toutes  hétérogènes  à 
l’intégrale.  Cette  propriété  des  dérivées  n’a  plus  lieu,  si  l’intégrale 
contient  des  fonctions  arbitraires  dont  les  arguments  dépendent  de  la 
seule  variable  y. 


Supposons,  en  effet,  que  l’intégrale  contienne  une  fonction  arbi- 
traire de  a,  et  que  a soit  fonction  de  y seulement;  il  s’ensuit  que  y 
sera,  réciproquement,  une  fonction  de  cc  seulement,  que  nous  dési- 
gnerons par 

y = f («). 


On  aura  donc 


hy_ 

Sa 


et,  au  lieu  de  l’équation  démontrée  au  n®  25 


on  aura  celle-ci 


dy 


Bx  5 


laquelle  fait  voir  que,  dans  la  dérivée  de  l’ordre  w,  il  ne  peut 

apparaître  aucune  fonction  arbitraire  de  a qui  n’existât  dans  la  dérivée 
4—1  l’ordre  n — 1;  car  la  différentiation  par  rapport  à æ suppose 

a constant. 


D’un  autre  côté,  on  a 


^4^  1 dy 


3a 


* Ba 


d’où 


Bz^^^ 

k—l 

Ba 

fW)‘ 
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Dans,  le  numérateur  du  second  membre  de  cette  égalité , par  suite  de 
la  différentiation  de  relativement  à il  doit  se  produire  une 

fonction  arbitraire  de  « qui  n’existait  pas  auparavant  dans 

cette  fonction  ne  peut  disparaître  par  réduction  avec  le  dénominateur, 
puisque  ce  dernier  est  une  fonction  déterminée  /'(a)  de  a.  Il  faut 
donc  que  l’expression  de  contienne  une  fonction  arbitraire  qui 

n’existe  pas  dans  l’expression  de 

Ainsi,  des  deux  dérivées  d’ordre  w,  et  la  première  est 

homogène,  la  seconde  hétérogène,  par  rapport  à à la  dérivée  z^]_^ 

d’ordre  n — 1.  Par  suite,  ces  dérivées  du  ordre  sont  hétérogènes 
entre  elles,  ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

31.  De  plus,  il  est  aisé  de  conclure,  de  ce  qu’on  a démontré 
plus  haut,  que  les  dérivées 


que  l’on  obtient  en  différentiant  s:  par  rapport  à x seulement,  ne 
contiendront  pas  d’autres  fonctions  arbitraires  de  a que  celles  qui 
entrent  dans  l’expression  de  z. 


Au  contraire,  les  dérivées 


dz 

a/ 

da 

, da 

II 

da 

TW’ 


pour  la  formation  desquelles  il  faut  un  nombre  variable  de  différen- 
tiations relatives  à æ,  mais  une  seule  différentiation  par  rapport  à 
contiendront  une  seule  et  même  fonction  arbitraire  de  o;,  différente  de 
celles  qui  entrent  dans 


De  même,  les  dérivées 


dz, 

dz/ 

da 

f da 

g(«-2) 


a;3(«-2) 

dci 

^ TW' 


contiendront  deux  mêmes  fonctions  arbitraires  de  or,  autres  que  celles 
qui  entrent  dans  Et  ainsi  de  suite. 


Donc  les  expressions  des  dérivées  qui  proviennent  de  différen- 
tiations faites  seulement  par  rapport  à x seront  homogènes  à Tinté- 
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1: 

grale;  les  autres  dérivées  seront  hétérogènes  à l’intégrale.  Mais  les  '■] 
dérivées  dans  la  formation  desquelles  il  entre  un  même  nombre  de  î 
différentiations  par  rapport  à y seront  homogènes  entre  elles.  Dans 
tout  ceci,  nous  entendons  l’homogénéité  ou  l’hétérogénéité  comme  se 
rapportant  à l’argument  a,  dépendant  de  y seulement.  ■ 

n est  clair  qu’en  échangeant,  dans  ce  qui  précède,  la  lettre  y 
avec  la  lettre  a?,  on  parviendra  à des  conclusions  analogues. 


§.  5. 

32.  Maintenant  nous  pouvons  résoudre  une  question  très^mpor- 
tante,  relative  aux  intégrales  sans  quadratures  partielles;  la  question 
du  nombre  des  fonctions  arbitraires,  indépendantes  entre  elles,  qui 
sont  renfermées  dans  une  semblable  intégrale,  lorsqu’elle  appartient 
à une  équation  aux  dérivées  partielles  de  l’ordre  m. 

On  devra  prendre  ponr  base  de  cetfe  recherche  la  définition  de 
l’intégrale  générale  (’§!),  et  répéter  les  raisonnements  du  n®  18,  qui 
nous  ont  conduits  aux  systèmes  d’équations  (A)  et  (B).  Mais,  dans  ce 
dernier  article,  nous  avons  représenté  l’intégrale  générale  sous  la 
forme  d’une  seule  équation,  tandis  qu’ici  nous  la  représenterons,  con- 
formément au  type  général  indiqué  à la  fin  du  § 3,  sous  la  forme 
d’un  système  de  équations.  En  prenant  donc  les  équations  de 
l’intégrale  et  toutes  leurs  dérivées  par  rapport  & x et  k y,  jusqu’à 
l’ordre  n inclusivement,  nous  obtiendrons  maintenant 

équations.  L’équation  différentielle  donnée  aux  dérivées  partielles  du 
^ième  ordre, 

F = 0, 

avec  toutes  ses  dérivées  par  rapport  k x et  k y,  jusqu’à  l’ordre  n — m 
inclusivement,  fournit,  d’après  ce  qui  précède. 


(n  — m-\~l){n  — m-\-2) 

2 ' ~ 


(n+l)(n+2) 

2 


-f 


m{m — 1) 

2 


équations. 

En  vertu  de  la  définition  de  l’intégrale  générale,  le  premier  de 
ces  deux  systèmes  d’équations,  après  l’élimination  des  quantités  qui 
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ne  se  trouvent  pas  dans  l’équation  différentielle  donnée,  devra  devenir 
complètement  identique  avec  le  second.  La  possibilité  de  remplir 
cette  condition  est  déjà  assurée  par  cela  même,  que  le  premier  sy- 
stème contient  plus  d’équations  que  le  second,  la  différence  des  nom- 
bres d’équations  des  deux  systèmes  étant 


(n-f-l)(w4-2) 

2 


(B) 


Il  suffit,  par  conséquent,  que  le  nombre  des  quantités  à éliminer 
du  premier  système  ne  soit  pas  moindre  que  cette  différence.  Ce 
nombre  doit  être  égal  à (D),  si  chacune  des  quantités  en  question 
s’élimine  séparément;  il  pourra  être,  au  contraire,  plus  grand  que  (D), 
si  quelques-unes  de  ces  quantités  s’éliminent  simultanément  par 
groupes. 

33.  Essayons  maintenant  de  trouver  l’expression  du  nombre 
total  des  quantités  sujettes  à l’élimination.  Elles  peuvent  être  divi- 
sées en  deux  catégories: 

1®.  Les  h arguments  a,  /?,  y,  avec  toutes  leurs  dérivées 
jusqu’à  l’ordre  n inclusivement. 


etc 

Le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  égal  à 


in+l)(n+2)  , 
2 


2^.  Les  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  par  rapport  à 
leurs  arguments  respectifs. 

Pour  exprimer  de  la  manière  la  plus  générale  le  nombre  des 
quantités  à éliminer  de  cette  dernière  catégorie,  adoptons  la  notation 
suivante: 

Soit  g le  nombre  des  fonctions  arbitraires  et  indépendantes  entre 
elles,  telles  que  (p(«),  ...,  qui  entrent  dans  les  équations  de 

l’intégrale.  Si  tous  les  arguments  or,  . . . sont  differents  entre  eux, 
alors  évidemment  g --  7^;  dans  les  cas  contraire,  on  devra  avoir  Z*. 

Soit  g'  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  formées  au  moyen 
des  précédentes  par  la  différentiation  ou  par  l’intégi-ation  (ou  par  cos 
deux  opérations  à la  fois)  relativement  à un  même  argument.  Dans 


ce  nombre  nous  comprendrons  les  fonctions  qui  se  trouvent  effective-, 
ment  dans  les  équations  de  l’intégrale,  ou  même  qui,  ne  s’y  trouvant 
pas,  se  rencontrent  dans  la  suite  des  transformations  qu’il  faut  opérer 
pour  passer  d’une  fonction  à une  autre  fonction,  entrant  l’une  et 
l’autre  dans  les  équations  de  l’intégrale.  Par  exemple  (p'(cc)  sera 
comprise  dans  le  nombre  g%  si  les  équations  de  l’intégrale  contiennent 
cp{a)  et  (p"{ci).  De  même,  F désignant  une  fonction  donnée, 
/F[«,  (p(a)]fZ(v  sera  comprise  dans  le  nombre  g\  si  les  équations  de 
l’intégrale  contiennent  /cZa/F[«,  q)(a)]dci  et  (p(ct). 

Enfin  soient  Z-f-1,  •••  les  ordres  des  équations  dé- 

duites des  équations  de  l’intégrale,  et  qui  sont  les  premières  hétéro- 
gènes à cette  intégrale  par  rapport  à «,  jS,  y,  ...  respectivement. 
Les  nombres  Z,  Z',  Z",  . . . doivent  avoir  des  valeurs  finies  et  détermi- 
nées, et  peuvent  aussi  se  réduire  à zéro. 

34.  Mais  on  a démontré,  dans  le  § précédent,  que  lorsque,  dans 
les  équations  dérivées  d’un  ordre  quelconque  des  équations  de  l’inté- 
grale, apparaît  pour  la  première  fois  une  fonction  arbitraire,  par 
exemple  une  certaine  dérivée  de  (p(a);  alors,  en  passant  aux  équa- 
tions dérivées  des  ordres  suivants,  il  se  produira  encore,  à chaque 
fois,  de  nouvelles  fonctions  arbitraires,  provenant  également  de  q){a). 
Lors  donc  qu’on  arrivera  à l’ordre  n dans  la  différentiation  des  équa- 
tions de  l’intégrale,  on  aura  introduit  des  fonctions  arbitraires  qui  ne 
se  trouvaient  pas  dans  ces  équations,  et  parmi  lesquelles  il  y en 
aura  n — Z provenant  de  (jpCo:),  n — V provenant  de  etc.  Par 

conséquent,  le  nombre  total  des  fonctions  arbitraires  ainsi  introduites 

sera  ng — Z — V — Z" — En  y ajoutant  les  nombres  déterminés 

ci-dessus  g'  et  on  obtiendra  une  expression  géné- 

rale du  nombre  total  des  quantités  sujettes  à l’élimination,  sous  la 
forme  suivante, 

^ — • • • • 

Ce  nombre,  comme  on  l’a  expliqué  plus  haut,  ne  doit  être,  en 
aucun  cas,  moindre  que  le  nombre  (D).  Il  faut  donc  nécessairement 
que  l’on  ait 

H~  f I)  — I — 1)? 

c’est  - à - dire 
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Mais  le  second  nombre  de  cette  dernière  égalité  ou  inégalité  est 
un  nombre  fini  et  déterminé,  tandis  que,  dans  le  premier  membre, 
entre  comme  facteur  commun  le  nombre  ^+1,  que  peut  prendre  une 
grandeur  arbitraire.  Donc,  pour  que  cette  égalité  ou  inégalité  ait 
lieu  quel  que  soit  w,  il  faut  que  Ton  ait 


g 

c’est-à-dire  que  l’intégrale  générale  finie  sans  quadratures 
partielles  doit  contenir  un  nombre  de  fonctions  arbitrai- 
res et  indépendantes  entre  elles  égal  à l’ordre  de  l’équa- 
tion aux  dérivées  partielles  à laquelle  cette  intégrale 
appartient. 


§.  6. 

35.  Les  propriétés  générales,  exposées  ci-dessus,  des  équations 
aux  dérivées  partielles  à deux  variables  indépendantes  fournissent  les 
indications  qui  nous  conduiront  à la  détermination  des  intégrales 
correspondantes  à des  équations  différentielles  données  de  cette  classe. 

Avant  tout,  occupons-nous  de  rechercher  comment,  d’après  la 
forme  d’une  équation  donnée,  on  peut  juger  des  propriétés  des  argu- 
ments des  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale  générale  sans  quadra- 
tures partielles,  si  une  telle  intégrale  est  possible. 

Nous  avons  vu  (§  5)  que,  dans  l’expression  d’une  telle  intégrale, 
il  doit  nécessairement  entrer  des  fonctions  arbitraires,  entièrement 
indépendantes  entre  elles,  (p(«),  ...,  dont  le  nombre  est  égal  à 

l’ordre  différentiel  de  l’équation  à intégrer,  et  dont  les  arguments 
a,  /?,...  représentent  généralement  des  fonctions , déterminées  et 
différentes  entre  elles,  des  variables  indépendantes  x,  y.  Mais  l’inté- 
grale ne  cesse  pas  d’être  générale  si  les  fonctions  «,  jS, . . . sont , en 
partie  ou  en  totalité,  identiques  entre  elles,  ou  dépendantes  de  la 
seule  variable  x ou  de  la  seule  variable  y.  Et  comme  ces  circon- 
stances ne  doivent  pas  rester  sans  influence  sur  la  marche  même  de 
l’intégration,  il  importe  beaucoup  d’être  en  état  de  reconnaître* 
préalablement,  d’après  la  seule  forme  do  l’équation  donnée,  les  pro- 
priétés des  arguments  des  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale  générale 
finie  sans  quadratures  partielles,  en  supposant  la  possibilité  d’uiu? 
telle  intégrale. 
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36.  A cette  fin,  imaginons  que  l’équation 


« y) 

détermine  un  des  arguments  cc  des  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale 
supposée.  A l’aide  de  cette  équation,  nous  pourrons  introduire  dans 
l’équation  donnée,  au  lieu  des  variables  indépendantes  primitives  x 
et  les  nouvelles  variables  æ et  a,  ou  et  a.  En  prenant  succes- 
sivement ces  deux  hypothèses,  et  différentiant  partiellement  l’équation 
précédente  d’abord  par  rapport  à x^  puis  par  rapport  à la  seconde 
variable  a étant,  dans  les  deux  cas,  considérée  comme  constante, 
nous  aurons 


n _ 

^~dx~^dydx' 


n — — 
dy'dx  dy  * 


d’où 


dx 


dx  et' 
dy 


dx 

dy 


dx 


V 

J » 


et  nous  aurons  en  même  temps 


dy  dx 
dx  Sÿ 

Par  conséquent,  s’il  est  possible  de  déterminer  différentes  fonc- 

, dy 

tiens  m,  n,  ...  des  variables  x,  y,  représentant  les  valeurs  de 

nous  aurons  en  même  temps  les  valeurs  de  ^ sous  la  forme  — » 

^ oy  m 

...,  et  les  valeurs  correspondantes  des  arguments  cü,  ...  des 

fonctions  arbitraires  s’obtiendront  par  l’intégration  d’équations  liné- 
aires aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  de  la  forme 

= 0,  = 0,  .... 


De  cette  manière,  la  recherche  des  arguments  des  fonctions  arbi- 

dy 

traires  se  ramène  à la  recherche  des  différentes  valeurs  de 

ex 

correspondantes  à ces  arguments,  valeurs  qu’il  faut  tâcher  d’obtenir 
par  le  seul  moyen  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  donnée. 
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37.  Supposons  que  l’équation  donnée  soit  du  second  ordre,  et 
de  la  forme  générale 

F {x,  y,  Z,  z\  Z,,  z \ z/,  Z J = O. 

En  prenant  x et  a pour  variables  indépendantes,  on  tirera  des  équa- 
tions de  l’intégrale  générale  des  expressions,  au  moyen  de  ces  varia- 
bles , des  fonctions  y,  z,  z\  z^^  z\  . . . , par  la  substitution  desquelles 
on  satisfera,  non-seulement  à l’équation  donnée,  mais  encore  à toutes 
ses  dérivées  par  rapport  k x et  k y^  jusqu’à  un  ordre  quelconque. 
Si  l’on  différentie  l’équation  donnée  n — 2 fois  par  rapport  à il 
veindra 

+ ^n-i  + dz"  + ^ 

Ici  les  dérivées  de  l’ordre  n n’entrent  que  linéairement,  leurs 
^coefficients  étant  formés  au  moyen  des  seules  quantités  qui  entrent 
“dans  l’équation  donnée,  et  le  terme  K contenant  outre  cela  les  déri- 
vées de  des  ordres  inférieurs  à n. 

! 38.  Nous  avons  vu,  au  § 4,  que,  à partii'  d’un  certain  ordre, 

les  dérivées  partielles  de  2;,  déduites  des  équations  de  l’intégrale, 
'doivent  nécessairement  être  hétérogènes  à celle-ci  par  rapport  à g. 
i-Et  comme  le  nombre  n est  arbitraire,  rien  n’empêche  d’admettre  que 
les  dérivées  d’orcle  n soient  hétérogènes  à l’intégrale  par  rapport  à g. 
Cette  hypothèse  faite,  voyons  comment  nous  pourrons  satisfaire  à 
l’équation  précédente. 


Commençons  par  exprimer  z^^_^  et  ^ au  moyen  de  zn.  On  a, 
pour  cela,  les  équations 


dzn-l  , , dy 

dx  '^n—l  ' Sx  ’ 


8z' 


'n-2  _ , , dy 

Sx  ^n—2  ' ^n—1  Sx  * 


au  moyeu  desquelles  on  trouve 
, 8zn—l  dy  „ 

"'«—1  Sx  dx  "'n~2  Sx  dx  Sx  ' \3a:: / 


En  substituant  ces  valeurs  de  z’ 


-V  n-2 


dans  l’équation  consi- 


dérée, il  vient 


aF 

dz^^  Szj  ' Sx  ' dz"  \aaî / _ 


L 


O. 


, ^ , 8F  8zn-i  , 8F 8ÿ82,.-i\  \ 
■r^^+8»;'  8ï  “*"87' \ dx  dx.  dx  ) I 


Theil  LIV. 
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Enfin,  en  substituant  encore  ici  les  expressions  que  donnent  les 
équations  de  l’intégrale  pour  les  fonctions  ?/ , s,  0^,  . . . et  leurs 
dérivées  partielles  par  rapport  à æ,  on  devra  obtenir  une  identité. 
Or  l’expression  de  tirée  de  la  formule 


dzn 


da 


Zn  = — 


da 


est,  d’après  ce  qui  précède,  hétérogène  à l’intégrale,  c’est-à-dire  con- 
tient une  fonction  arbitraire  de  a,  qui  ne  se  trouve  ni  dans  les 
équations  de  l’intégrale,  ni  dans  les  expressions  des  dérivées  de  ; 
d’un  ordre  inférieur  à n,  et  par  suite  ne  se  trouve  pas  non  plus  dam 
les  dérivées  partielles  de  ces  dernières  et  de  ?/  par  rapport  à æ;  cai 
la  différentiation  par  rapport  à x suppose  a constant. 


Donc,  dans  l’équation  ci-dessus,  le  terme  qui  renferme  le  facteui 
zn  ne  peut  se  réduire  avec  les  autres  termes,  et  l’équation  ne  peu 
se  changer  en  identité  que  si  l’on  a 


ÔF  0F  0?/  . 0F  /02/'^ 

dz/dx‘dz"\Ô£c. 


00 


0. 


39.  Ainsi  voilà  l’équation  à laquelle  doit  satisfaire  le 


0^ 


correspondant  à l’argument  mais  comme  « n’y  entre  pas  explî 
citement,  en  cherchant  alors  la  condition  à laquelle  devrait  satisfairi 
0?/ 


la  valeur  de  ^ correspondante  à l’argument  on  devrait  retrouve 


l’équation  précédente.  Par  conséquent,  les  racines  de  cette  équatior 

dv 

que  nous  désignerons  par  m et  w,  donneront  les  deux  valeurs  de  ^ 


correspondantes  aux  deux  arguments  « et  des  denx  fonctions  arbî 
traires  de  l’intégrale  générale  finie  sans  quadratures  partielles  d 
l’équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  si  cette  équatio 
est  susceptible  d’une  telle  intégrale. 


40.  Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  nous  permet  d’étabb 
les  conclusions  suivantes  relativement  à la  nature  des  arguments  «,  ( 
déduite  dô  la  forme  de  l’équation  proposée. 


(lép 


jiln 

Iki 


tvarii 


1*^.  a et  ^ doivent  être  généralement  des  fonctions  déterminé( 

02/ 


de  X et  de  2/;  car  les  valeurs  correspondantes  de  représentée 
par  les  racines  m et  n de  l’équation  précédente,  sont  exprimées  soi 
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forme  déterminée  au  moyen  de  æ,  et  des  fonctions 
dépendantes  de  x et  de  y. 

dF  0F  0F 

2^.  Si  gpr,,  gj-,,  s’expriment  en  fonction  de  x et  de  y 

soit  immédiatement,  soit  après  la  division  par  un  facteur  commun, 
alors  m et  n seront  des  fonctions  des  mêmes  quantités.  Par  consé- 
quent, Ci  et  P pourront  se  déterminer  en  intégrant  les  équations 

Ci’ -{-ma  J = O,  = 0. 

3®.  Si  m = w,  c’est-à-dire,  si  l’on  a 


^0F 

0/'0^/ 


alors  Ci  = par  suite,  l’intégrale  générale  cherchée  devra  contenir 
deux  fonctions  arbitraires  différentes  du  même  argument. 

0F 

4^.  Si  m = 0,  c’est-à-dire,  si  g-  = 0,  l’équation  qui  détermine 

a prendra  la  forme  «'  = 0;  donc  a = une  fonction  arbitraire  de  y 
Par  conséquent,  lorsque  l’équation  à intégrer  ne  contient  pas 
alors,  dans  l’intégrale  cherchée,  une  des  fonctions  arbitraires  dépendra 
de  la  seule  variable  y. 

0F 

5^.  Sim  = 00,  c’est-à-dire,  si  ==  C,  l’équation  qui  déter- 
mine a prendra  la  forme  a^  =0;  donc  a = une  fonction  arbitraire 
de  X.  Par  conséquent,  lorsque  l’équation  à intégrer  ne  contient  pas 
s",  alors,  dans  l’intégrale  cherchée,  une  des  fonctions  arbitraires 
dépendra  de  la  seule  variable  x. 


0P  ^ 0P 

0 et  = 0,  les 


6^.  Si  m = 0,  00 , c’est-à-dire,  si 

équations  qni  déterminent  a et  ^ prendront  la  forme  a'  = 0 et 
= O5  donc  a = une  fonction  arbitraire  de  ?/,  et  j3  = une  fonction 
arbitraire  de  x.  Par  conséquent,  lorsque,  dans  l’équation  à intégrer 
il  n’entre  pas  d’autre  dérivée  du  seccTUd  ordre  que  2/,  alors  dans 
l’intégrale  cherchée  une  des  fonctions  arbitraires  dépendra  de  la  seule 
variable  x^  l’autre  de  la  seule  variable  y. 


0F  0F 

7^.  Si  m = 0,  = 0,  c’est-à-dire,  si  et  gp  = 0,  les 


équations  qui  déterminent  a et  ^ prendront  la  forme  a'  = 0 et 
= 0;  donc  a et  ^ seront  des  fonctions  arbitraires  do  la  seule 
variable  y.  Par  conséquent,  lorsque  dans  l’équation  à intégrer  il 


3* 


36 


Ch.  1.  § 6. 


1 


i 


n’entre  pas  d’autre  dérivée  du  second  ordre  que  alors  dans  Tinté- i 
grale  cherchée  les  deux  fonctions  arbitraires  dépendront  de  la  seule 
variable  y. 

ôF  0F  i 

8®.  Si  m = 00,  « = CO,  c’est-à-dire,  si  ^ ^ ^ | 

les  équations  qui  déterminent  a et  ^ prendront  la  forme  = 0 et  'j 
= O5  donc  0:  et  seront  des  fonctions  arbitraires  de  la  seule  | 
variable  x.  Par  conséquent,  lorsque  dans  l’équation  à intégrer  il 


DO 


n’entre  pas  d’autre  dérivée  du  second  ordre  que  alors  dans  l’inté- 


grale cherchée  les  deux  fonctions  arbitraires  dépendront  de  la  seule 
variable  x. 


41.  Remarque.  Il  faut  encore  observer  que  l’intégrale  géné- 
rale finie  sans  quadratures  partielles  n’est  possible,  dans  les  deux 
derniers  cas  (7^  et  8®),  qu’à  la  condition  suivante:  savoir,  lorsque, 
l’équation  donnée  ne  contenant  pas  d’autre  dérivée  du  second  ordre 
que  z",  la  dérivée  du  premier  ordre  z,  n’y  entre  pas;  ou  lorsque, 
l’équation  donnée  ne  contenant  pas  d’autre  dérivée  du  second  ordre 
que  z^^,  la  dérivée  z'  n’y  entre  pas. 


En  effet,  les  équations  qui  ne  satisfont  pas  à cette  condition 
peuvent,  sans  diminuer  la  généralité,  se  mettre  sous  Tune  des  formes 


a,  = F(x,  y,  Z,  z',  z"), 
z'  = F(x,  y,  Z,  z^, 


en  supposant  la  première  résolue  par  rapport  à , la  seconde  par 
rapport  à s'. 


Examinons  maintenant  s’il  est  possible  d’admettre,  par  exemple, 
que  la  première  de  ces  équations  ait  une  intégrale  générale 
finie  sans  quadratures  partielles.  Les  deux  fonctions  arbitraires  d’une 
telle  intégrale  devraient,  d’après  ce  qui  précède,  dépendre  de  la  seule 
variable  y.  Donc  a doit  être  une  fonction  de  y et  réciproquement 
y =f(ci).  En  introduisant,  à l’aide  de  cette  dernière  relation,  la 
variable  a au  lieu  de  y,  on  trouve,  en  vertu  de  la  Remarque  du 
§ 4,  n^  31,  que  les  expressions  de  z'  et  de  s",  tirées  des  équations 
de  l’intégrale,  doivent  être Tiomogènes  à l’intégrale  par  rapport  à a, 
tandis  que  l’expression 


dz 

du 


f\ci) 


ai’gi 


étii( 


icoel 

l’éiji 


îdf 


îTari 


lui  est  nécessairement  hétérogène  par  rapport  à a.  Donc,  par  la 
substitution  de  ces  expressions  dans  l’équation  considérée,  il  n’es; 
pas  possible  de  transformer  cette  équation  en  identité,  puisque 
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premier  membre  devrait  renfermer  une  fonction  arbitraire  de  a,  qui 
ne  peut  se  trouver  dans  le  second  membre. 

En  échangeant  entre  elles  les  lettres  y et  æ,  on  pourra  démontrer, 
absolument  de  la  même  manière,  la  proposition  analogue  relative- 
ment à l’équation 

z'  = Y (x,  y,  Z,  z^,  Z J. 

42.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  pour  l’étude  des 
arguments  des  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale,  s’applique  sans 
difficulté  aux  équations  aux  dérivées  partielles  d’ordre  quelconque. 
Si  l’on  fait  attention  à l’uniformité  des  procédés  employés  dans  cette 
étude,  il  suffira  d’indiquer  brièvement  cette  généralisation  pour  l’équa- 
tion du  troisième  ordre. 

Soit 


b'  ^ ^ î 5 ^y/î  ^ 5 ^y  5 ^yy  î ^/yy)  fl 


l’équation  donnée.  En  la  différentiant  n — 3 fois  par  rapport  à y, 
il  vient 


aF  , SF  , 
0., 


-1-^  " 


+07'  Cs+î^  = 


Ici  les  dérivées  de  l’ordre  n n’entrent  que  linéairement,  leurs 
coefficients  étant  formés  avec  des  quantités  qui  se  trouvent  dans 
l’équation  donnée,  et  le  terme  K contenant,  en  outre,  les  dérivées  de 
2 des  ordres  inférieurs  à n. 


Imaginons  maintenant  que  l’un  des  arguments  des  fonctions  arbi-  ^ 
traires  de  l’intégrale  supposée  soit  a = /(æ,  y)^  et  introduisons  comme 
variables  indépendantes  x et  a,  au  lieu  de  x et  de  y.  Nous  aurons 
ainsi  les  équations 


dzfi-l  ,.dy 

“0^  - "»-l+^’"0i’ 

„ , , 0ÿ 

dx  ^n-2  ' l * 


.d’où  l’on  tire 


dz" 

n— 

dx 


'«_;ï  I 


0» 

■î'8x’ 
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dzn- 


Bx 


By 

’Bx^^' 


Bz 


n~2 


%—2  Qx  Bx  Bx 


-+{& 


3», 


By^^n—2  , (By\^Bz 


n—'& 


Bx  Bx 


^n—2  ■ fByYBzn-l 

‘Bx  ‘\BxJ  Bx  \BxJ 


En  substituant  ces  valeurs  de  z'^'_^,  l’équation  précédente 


prend  la  forme 


Sæ”*  0^/'  \ôæ/  Bz'"  \BxJ  J 1 


ÔF  Bzn—l  . BF  /^^n—2  ByBzn—1^ 


-L  P I — I pF  rn-2 By 

' Bz,!  Bx  'Bz!'  \ Bx  Bx  Bx  ) 


O. 


0F  ^^n~3  By^^n-2  , /ByyBzn-l 


, n-o ■ {By\^Bzn-\ 

' Bz'"  L Bx  Bx  Bx  ' \0fl3 / Bx 


pli 

iès 


E™' 

au 


Puisque  le  nombre  n est  arbitraire,  on  peut  toujours  le  supposer 
tel,  que  les  expressions  des  dérivées  de  sj  de  l’ordre  n soient  hétéro- 
gènes à l’intégrale  par  rapport  à a.  Dans  ce  cas,  en  substituant  dans 
l’équation  précédente  les  expressions  des  fonctions  y^  z Qt  des  déri- 
vées partielles  de  0,  tirées  des  équations  de  l’intégrale,  on  ne  pourra 
y satisfaire  que  si  l’on  a l’équation,  du  troisième  degré  par  rapport 


a ôT  > 
ex 


^tie 

\-k 


00„,  00^/ 0a?  ' 00/' \0a;/  Bz"'\Bx)  ’ 


dont  les  racines  m,  p sont  liées  aux  arguments  a,  j3,  y de  Tinté- 
grale  par  les  équations 


a'-\-ma,  ==  0,  ==  0,  y'+py,  = 0. 


En  conséquence,  toutes  les  questions  relatives  à la  forme  des 
arguments  pourront  être  résolues  comme  dans  le  cas  précédent. 


à 

a 

i 
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Chapitre  IL 

Intégration  des  formes  les  plus  simples  d^équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  d^une  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

§ 7. 

43.  Les  formes  de  la  classe  d’équations  différentielles  considérée 
sont  caractérisées  principalement  par  la  forme  des  arguments  ^ 
des  fonctions  arbitraires  renfermées  dans  les  intégrales  générales  de 
ces  équations.  D’après  cela,  voulant  nous  occuper  d’abord  des  équa- 
tions les  plus  simples,  auxquelles  se  ramèneront  ensuite  les  équations 
de  forme  plus  compliquée,  nous  commencerons  par  les  hypothèses  les 
plus  simples  relativement  à la  forme  des  arguments  a et  /?.  Il  est 
évident  que  le  cas  où  ces  deux  arguments  sont  égaux,  et  s’expriment 
au  moyen  d’une  seule  des  variables  indépendantes  x ou  «/,  correspond 
à l’hypothèse  la  plus  simple. 

Si,  par  exemple,  a = ^ alors  l’équation  différentielle  corres- 
pondante ne  peut  admettre  une  intégrale  générale  de  forme  finie 
(§  6,  art.  40  et  41)  que  dans  le  cas  seulement  où  l’équation  ne  con- 
tient pas  d’autre  dérivée  du  second  ordre  que  ni  d’autre  dérivée 
du  premier  ordre  que  s';  c’est-à-dire  dans  le  cas  seulement  où  l’équa- 
tion est  de  la  forme  générale 

F {x,  y,  s,  s',  z")  = 0. 

Dans  ce  cas,  du  reste,  il  est  aisé  de  s’en  convaincre  immédiate- 
ment, en  se  représentant  le  passage  de  l’intégrale  générale,  qui  con-' 
tient  deux  fonctions  arbitraires  de  à l’équation  différentielle  cor- 
respondante, aux  dérivées  partielles  du  second  ordce,  moyennant 
l’élimination  des  fonctions  arbitraires.  Comme,  dans  le  calcul  des 
dérivées  z'  et  la  quantité  y est  considérée  comme  constante,  on 
peut  aussi  se  maintenir  à ce  point  de  vue  dans  l’intégration  de 
l’équation  en  question.  De  cette  manière,  on  aura  une  équation  aux 
différentielles  ordinaires  entre  les  variables  x et  2;,  et,  en  Tintégrant, 
on  aura  son  intégrale  générale  avec  deux  constantes  arbitraires  distinc- 
tes. Or  ces  dernières  doivent  être  constantes  seulement  par  rapport 
à £c;  par  suite,  elles  peuvent  être  considérées  comme  deux  fonctions 
arbitraires  distinctes  de  y,  et  nous  aurons  ainsi  l’intégrale  générale 
de  l’équation  proposée. 
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Pour  une  équation  différentielle  ordinaire  du  second  ordre,  il! 
existe  toujours  deux  intégrales  intermédiaires  du  premier  ordre,  con- 
tenant chacune  une  seule  constante  arbitraire.  Par  conséquent,  eiil 
changeant  ces  constantes  en  fonctions  arbitraires  de  ?/,  on  aura  tou-j 
jours  des  intégrales  générales  intermédiaires  du  premier  ordre  pouij 
réquation  proposée. 


44.  Généralement,  les  équations  qui  admettent  une  intégrale] 
générale  dans  laquelle  a = § peuvent  se  ramener,  par  une  transfor- 
mation convenable,  à la  forme  plus  simple  que  nous  venons  de  con-1 
sidérer.  Pour  cela,  il  ne  faut  qu’introduire  dans  l’équation  proposée,! 
comme  variables  indépendantes,  a et  a?,  ou  bien  a et  «/,  à la  place] 
de  X et  de  y.  Nous  exposerons  plus  loin  (Chap.  lY)  les  procédés! 
généraux  pour  faire  cette  transformation  dans  le  cas  où  l’on  peut] 
obtenir,  au  moyen  de  l’équation  donnée,  l’expression  de  a en  fonction' 
de  a?,  «/,  s,  s/,  nous  nous  bornerons  présentement  au  cas  moins | 
général  où,  à l’aide  de  l’équation  donnée,  on  peut  former  l’expressionj 
de  l’argument  a en  fonction  de  x et  de  y. 


45.  Supposons  que  l’équation  donnée  soit  de  la  forme  générale  ' 
F {x,  y,  Z,  z\  O,  ■ 


OU 


^ = Rz’^+2Sz;-^Tz,, 

R,  S,  T désignant  des  fonctions  données  de  x et  de  y. 


En  vertu  de  ce  qui  a été  démontré  plus  haut  (§  6,  art.  40),  les: 
arguments  a,  de  l’intégrale  générale  de  l’équation  donnée  ne! 
pourront  être  égaux  que  sous  la  condition 


/0F  eF  0^  _ 

V0./;  0/'0.„-"- 


Or  on  a 


SF 


aF  aF 


aF 


02"  ~ ® 0Î  ' 02/  0f  ’ 


82,,  - ^ 0J  ’ 


par  suite,  la  condition  précédente  prendra  la  forme 

/aF\2 


aF 


et  comme  le  facteur  ^ ne  saurait  être  nul,  il  faudra  que  l’on  ait 
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En  supposant  cette  dernière  condition  satisfaite,  on  aura 
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en  posant,  pour  abréger. 


S 


R 


Pour  déterminer  l’argument  «,  on  a (art.  36)  l’équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 


d’où  l’on  tire,  en  désignant  par  le  facteur  d’intégration, 


U = {dy  — mdx)  = /(a?,  y). 


A l’aide  de  la  relation  entre  a?,  et,  exprimée  par  cette  dernière 
équation,  on  peut  maintenant  introduire,  comme  variables  indépen- 
dantes,  a et  æ au  lieu  de  x et  de  y.  En  considérant  ainsi  les  deux 
systèmes  de  variables  indépendantes,  il  faut  se  rappeler  la  convention 
établie  plus  haut  (art.  2),  et  d’après  laquelle  les  dérivées  partielles 
d’une  fonction  quelconque  par  rapport  h,  x ei  h y sont  désignées  par 
des  accents  placés  à droite  de  la  fonction,  en  haut  ou  en  bas,  tan- 
dis que,  pour  représenter  les  dérivées  partielles  par  rapport  à æ et 
à a,  on  emploie  la  notation  habituelle. 

D’après  cela,  on  a 


^ dx~^  da  dy*  doc  ' dy 


par  suite, 


On  trouve  de  même 


' ou 


z''+2mz/+m\+{m'-^rrimj)zj  = g-g. 

On  tire  de  ces  équations 
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et 


cz 


Par  conséquent,  si  l’équation  donnée  admet  une  intégrale  géné- 
rale de  forme  finie,  avec  deux  fonctions  arbitraires  de  l’argument 
« alors,  en  y substituant  les  valeurs  précédentes  de  ^ et 

de  il  faudra  encore  que  s’élimine  aussi  d’elle -même,  par  suite 
des  réductions.  Or,  dans  ce  cas,  en  considérant  au  lieu  de  ^ et  de  z' 
leurs  expressions  ci-dessus,  et  difiérentiant  partiellement  le  premier 
membre  de  l’équation  proposée  par  rapport  à z^^  on  devra  obtenir 
un  résultat  identiquement  nul.  Donc  les  deux  égalités 


0F  0F  0F 

R (m'-f-  mnfij)  ^ ^ 


seront  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  et,  lorsqu’elles  seront 
remplies,  l’intégration  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  considérée 
se  ramènera  à l’intégration  d’une  équation  aux  différentielles  ordi- 
naires du  second  ordre. 


Il  est  clair  qu’en  échangeant  les  rôles  de  x et  de  «/,  et  posant, 
pour  abréger, 


S 


on  obtiendra  les  deux  conditions,  analogues  aux  précédentes, 


0F 

aT  T(n,-j-nn')  + g- 


8F  8F 


g-  = 0,  S^-BT=^0. 


8z' 


46.  Eclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple  simple.  Pre- 
nons l’équation 


/B+(1+^+2/)^/]+4+(^^+«52/  — «/K— = 0, 
dans  laquelle  on  a 


^ = z''+2{x+y)z/^(x+yy 


et  où  / désigne  une  fonction  donnée  quelconque.  Nous  aurons  ici 


= x-{-y^  Ci  = fe-^  [dy  — {x-\-y)  dx'] 


l + æ-f-î/ 


En  introduisant  a:  et  « comme  variables  indépendantes,  au  lieu 
de  X et  il  vient 


0« 


02« 


a' ==  — (æ+y)»,,  J = — (l+œ+y)®; 


Jtt 


Ch.  IL  § 7. 


43 


Par  la  substitution  de  ces  valeurs  de  z'  et  de  J dans  l’équation  pro- 
posée, on  en  élimine  en  même  temps  z,^  et  l’on  ramène  l’équation  à 
la  forme 

/0%\  , h’^z  dz 

dx  ’ 

équation  aux  différentielles  ordinaires  du  second  ordre,  qui  s’intégre 
par  la  règle  de  Clair aut.  Si  nous  introduisons  dans  l’intégrale 
complète  de  cette  équation  deux  fonctions  arbitraires  différentes  de  a, 
à la  place  des  constantes  arbitraires,  nous  obtiendrons  l’intégrale 
générale  de  l’équation  donnée  sous  la  forme 


Il  est  facile  de  vérifier  que,  dans  cet  exemple  la  première  des 
deux  formes  de  conditions  d’intégrabilité  (art.  45)  est  satisfaite. 

47.  Si  l’équation  proposée  est  de  la  forme  particulière 
Bz"-j-2Sz/+  Tz^^+  U=0, 

U représentant  une  fonction  donnée  de  x,  0,  z\  z,^  les  conditions 
d’intégrabüité,  d’après  la  méthode  précédente,  seront 


— RT  = 0^  ^ m — gj  — O, 

ou 

P TT  ^ TT 

S^—RT  = O,  W)-f  07  ^ ^ = O- 

Si  dans  cette  équation  on  pose 

U=  Qz,+  Fz'+Nz—M, 

M,  iV,  P,  Q désignant  des  fonctions  données  de  x et  de  y,  elle  se 
changera  dans  l’équation  linéaire 


Rz"+2Sz/-\-Tz,^-\-Qz^+Pz'+Nz  ==  ikf, 

et  l’on  aura  pour  les  conditions  d’intégrabilité,  d’après  la  méthode 
précédente. 


ou 


S^  — RT  = O,  R(m'-\~mm,)  + Pm—  Q = O, 

S‘^  — RT  = O,  T{n,  +wi')  + Qw  —P  = 0. 


48.  Remarquons  encore  que,  si  nous  adoptons  les  notations 
symboliques  V et  V/?  définies  par  les  égalités 
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Sy  V — v^-{~mvj^  V = Sy  Sy  V = (v'-\~mv^y-\-m(v'-\-mVj)ij 


\y^v  = v^-\-nv\  yy/^v  = = {v^-\-nv')j-^n  {v,-\-nv'y, 

nous  aurons 


dz 


V 


dx^ 


Bz 


dh 

V' 


Par  conséquent,  les  équations  aux  dérivées  ijartielles  du  second  ordre 
de  la  forme  générale 


F (a;,  y,  z,  \yz,  = 0,  OU  F{x,  y,  z,  Sy ^z,  \y ^z)  = 0 


'la 


s’intégreront  par  la  méthode  précédente  ; et  réciproquement,  les  équa- 
tions qui  s’intégrent  par  cette  méthode  (c’est-à-dire,  qui  satisfont  aux 
conditions  d’intégrabilité  données  ci-dessus)  se  ramèneront  à l’une  des 
formes  symboliques  précédentes. 


al 

è 

de 


§ 8. 

49.  Après  les  équations  considérées  dans  le  § précédent,  celles 
dont  la  forme  est  la  plus  simple  sont  celles  qui  correspondent  à 
l’hypothèse  que  l’un  des  arguments  des  fonctions  arbitraires  de  leur 
intégrale  générale  est  égal  à a?,  et  l’autre  à y.  Dans  ce  cas,  comme 
on  l’a  vu  (art.  40,  6^),  l’équation  différentielle  ne  peut  contenir  d’autre 
dérivée  du  second  ordre  que  z/^  et  par  suite  elle  est  de  la  forme 
générale 

F (a;,  y,  Z,  z\  Z y)  = 0. 


l’é 

;d£ 

'ar 


La  théorie  de  l’intégration  des  équations  de  cette  forme  présente 
une  importance  spéciale,  parce  que  toutes  les  équations  de  la  classe 
que  nous  étudions  doivent  évidemment  s’y  ramener,  dès  que  l’on  y 
introduit  comme  variables  indépendantes  les  arguments  des  fonctions 
arbitraires  des  intégrales  générales  qui  leur  appartiennent. 


ia 


et 


50.  Ampère  a établi,  comme  il  suit,  les  condttions  nécessaires  • 
et  suffisantes  pour  que  l’équation  précédente  puisse  admettre  une  \ 
intégrale  du  premier  ordre  avec  une  seule  fonction  arbitraire  de  y 1 
ou  de  x.  ^ 


Supposons  que  l’équation 


to 


/fe  y-,  =“  0, 
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où  go  et  'i/;  désignent  des  fonctions  arbitraires,  représente  l’intégrale 
générale.  En  la  différentiant  par  rapport  à «/,  et  éliminant  q)(x) 
entre  l’équation  ainsi  obtenue  et  l’équation  proposée,  on  aura  un 
résultat  de  la  .forme 

Cette  dernière  équation  ne  peut  évidemment  représenter  l’intégrale 
générale  du  premier  ordre,  que  s’il  est  possible  d’éliminer  toutes  les 
fonctions  arbitraires  entre  cette  équation  et  celle  que  l’on  obtient  en 
la  différentiant  par  rapport  à x. 

Pour  cela,  il  faut  que,  dans  la  dernière  équation,  et 
n’entrent  que  dans  un  groupe  séparé,  de  la  forme 

alors  la  fonction  arbitraire  de  ?/,  représentée  par  ce  groupe,  se  repro- 
duira sans  altération  dans  l’équation  provenant  de  la  différentiation 
de  la  précédente  par  rapport  à x,  et  par  conséquent  elle  pouvra  être 
éliminée  entre  ces  deux  équations.  Comme  le  résultat  d’une  telle 
élimination  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  d’une  équation 
linéaire  par  rapport  à et  à z' ^ telle  que 

Gz!-\-iy-^K  = 0, 

6^,  iZ,  K pouvant  en  général  contenir  a?,  5;,  cette  forme  de 

l’équation  différentielle  sera  aussi  uue  des  conditions  de  la  possibilité 
de  son  intégrale  générale  du  premier  ordre  avec  une  seule  fonction 
arbitraire  de  y. 

51.  La  condition  obtenue,  bien  que  nécessaire,  n’est  pas  suffi-, 
santé.  En  effet,  en  remarquant  que  l’on  a 

,<  — 

"“0*’  ~8x’ 

et  multipliant  l’équation  précédente  par  dx,  il  vient 

I &dz,-i-ff8is+Kdx  = 0. 

$ 

(Dans  cette  équation  linéaire  par  rapport  aux  différentielles  des  trois 
variables  z^,  z,  x,  on  peut  considérer  y comme  constante.  Elle  admet, 
comme  on  sait,  une  intégrale  avec  une  constante  arbitraire  (laquelle 
^ peut  être  remplacée  par  une  fonction  arbitraire  de  y) , dans  le  cas 
^seulement  où  la  condition  d’Euler, 
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dK\  . /8K  dG\  , ^(8a  dH\  ^ 


est  satisfaite. 


Ainsi  l’existence  de  cette  dernière  égalité,  avec  la  forme  linéaire 
de  l’équation  proposée  par  rapport  à z/  et  à z',  constituent  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cette  dernière  équation  ait 
une  intégrale  générale  du  premier  ordre  avec  une  fonction  arbitraire 
de  œ. 


On  trouvera  absolument  de  même  les  conditions  de  l’existence 
d’une  intégrale  générale  du  premier  ordre  avec  une  fonction  arbi- 
traire de  X. 


52.  Il  est  aisé,  par  exemple,  de  faire  voir  de  cette  manière  que 
l’équation 

/ I ^ r ^ ! 2/(«  — 1)  ^ 

{x-\-yz)z^  — - Z,  O 


ne  peut  avoir  d’intégrale  du  premier  ordre  avec  une  fonction  arbi- 
traire de  ic,  mais  peut  en  avoir  une  avec  une  fonction  arbitraire  de 
y.  Pour  obtenir  celle  - ci,  multiplions  les  deux  premiers  termes  du 
premier  membre  de  l’équation  proposée  par  dx^  ce  qui  donnera 


{x-\-yz)dz—yz^dz. 


En  considérant,  dans  cette  expression  différentielle  binôme,  z^  et 


comme  seules  variables,  multipliant  l’expression  par  — 


et 


intégrant,  on  trouve 


Pyzfiz—{x-^yz)dzj  _ x-\-yz 


Introduisons  maintenant,  au  lieu  de  la  variable  dépendante  pri- 
mitive 2;,  une  nouvelle  variable  en  posant 


x-{-yz^ 

Z. 


On  en  tire,  en  différentiant  par  rapport  à «•, 


En  ajoutant  cette  dernière  équation  à la  proposée  multipliée  par 

1 

-5,  on  aura 


on  aura 
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'4- 


OU 


U 


r 


{x-iry)z/ 


U 

x-\-y 


= 0. 


On  obtient  ainsi  une  équation  du  premier  ordre,  et,  comme  il 
n’y  entre  pas  de  dérivée  par  rapport  à en  l’intégrant  comme  une 
équation  ordinaire  à deux  variables  æ et  et  remplaçant  la  con- 
stante arbitraire  de  l’intégrale  par  une  fonction  arbitraire  de  ?/,  il 
vient 

En  substituant  à sa  valeur  dans  cette  équation,  on  obtient  l’inté- 
grale du  premier  ordre  de  l’équation  proposée,  sous  la  forme 


y ^ I 

i^-\~y)^(yy  {^-\-y)i^iyy 

Daçs  cette  équation  du  premier  ordre,  il  n’entre  pas  de  dérivée 
par  rapport  à æ;  en  l’intégrant  donc  comme  une  équation  différen- 
tielle ordinaire  entre  les  deux  variables  y et  z,  et  remplaçant  la 
constante  arbitraire  de  l’intégrale  par  une  fonction  arbitraire  de  x, 
on  trouve,  pour  l’intégrale  primitive  générale  de  l’équation  proposée, 


dy  P 
Z = ■ 


nl'ù 


cp{x)-\~s^ ^ 


rjf_  . 

• ip(y) 


dy 


53.  Si  l’on  a 


J/,  iV,  P,  Q désignant  des  fonctions  données  de  x et  de  «/,  l’équation 
considérée  sera  linéaire  par  rapport  à z\  z,^  z,\  et  de  la  forme 

et  les  conditions  pour  qu’elle  puisse  avoir  une  intégrale  générale  du 
premier  ordre  avec  des  fonctions  arbitraires  de  x seule  ou  de  y seule, 
s’exprimeront  respectivement  par  les  égalités 

ôP  , dQ  , 

-_JV+PQ  = 0,  g^-iV+P«  = 0. 

Ces  conditions  ont  été  encore  démontrées  par  Euler  (Instit.  Cale, 
integr.  t.  III). 
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En  effet,  l’équation  donnée  peut  s’écrire  sous  les  deux  formes 
suivantes, 


du Qz)  ^ (n—PQ  — 2 = 0 ; 


dy 


et,  si  l’une  des  conditions  précédentes  est  remplie,  alors,  en  intro- 
duisant au  lieu  de  la  variable  primitive  z,  dans  le  premier  cas,  la 
variable 


fOl 


sec 


et  dans  le  second,  la  variable 

V = z-\-Qz^ 

on  réduira  l’équation  proposée  à l’une  des  deux  suivantes 


u-\-Qu  — ikf,  Vf\-Pv  = ili, 

lesquelles  fournissent  des  intégrales  générales  du  premier  ordre, 
savoir,  la  première  une  intégrale  avec  une  fonction  arbitraire  de  /y, 
la  seconde  une  intégrale  avec  une  fonction  arbitraire  de  x. 


H’: 

'il’in 

irai 


§ 9. 


a DI 

3DI 

(IDI 

lion 


54.  Les  paroles  suivantes  d’Ampère,  complètement  vraies 
encore  à l’époque  actuelle,  caractérisent  l’importance  et  le  degré  de 
développement  de  la  théorie  de  l’intégration  des  équations  que  nous 
avons  commencé  à considérer  dans  le  paragraphe  précédent: 


riDi 

fil 

te 


„Les  équations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre  qui 
ne  contiennent  que  la  dérivée  z/  de  cet  ordre,  doivent  être  exami- 
nées avec  d’autant  plus  de  soin,  que  c’est  souvent  en  y ramenant  les 
autres  équations  aux  différentielles  partielles  du  second  ordre  qu’on 
parvient  à les  intégrer.  L’intégration  générale  des  équations  com- 
prises dans  la  forme 

F {x,  y,  Z,  z\  Z,,  z/)  = 0 


j lais 
ï 

: k 

-i  MO] 


^ U 

i 

îi  fsp 


peut  être  regardée  comme  la  première  question  à résoudre  pour 
arriver  à celle  de  toutes  les  équations  du  second  ordre.  Mais  ce  i 
problème  paraît  devoir  échapper  encore  longtemps  aux  méthodes  de  | 
l’Analyse  actuelle;  on  ne  sait  encore  intégrer  ces  équations  que  dans  ^ 
le  cas  dont  nous  venons  de  parler  [sous  la  condition  (E),  art.  51], 
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où  elles  ont  une  intégrale  intermédiaire,  et  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  intégrées  par  M.  de  Laplace(*).“ 

! A en  juger,  d’après  ces  considérations,  chaque  progrès  réalisé, 
dans  le  dévéloppement  et  la  généralisation  des  méthodes  d’intégration 
des  équations  de  la  forme  considérée,  doit  avoir  une  importance 
pour  la  théorie  tout  entière  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre. 

55.  La  méthode  de  L api  a ce,  mentionnée  par  Ampère,  con- 
siste à ramener,  moyennant  un  changement  convenable  de  la  variable 
dépendante,  l’intégration  d’une  équation  linéaire 

jqui  ne  satisfait  à aucune  des  deux  conditions  d’intégrabilité 

h l’intégration  d’une  équation  de  la  même  forme  générale. 

Si  l’équation  transformée  ne  satisfait  pas  non  plus  aux  conditions 
d’intégrahilité , on  peut  lui  appliquer  à son  tour  le  même  mode  de 
transformation.  En  continuant  de  cette  manière,  ou  l’on  parviendra 
à une  équation  linéaire  satisfaisant  aux  conditions  d’intégrabilité , et 
lu  moyen  de  son  intégrale  on  exprimera  celle  de  l’équation  proposée  -, 
ou  bien  on  s’assurera  de  l’impossibilité  d’intégrer  cette  dernière  équa- 
tion sous  forme  finie. 

! Par  conséquent,  cette  méthode  est  fondée  sur  la  possibilité  d’ex- 
primer l’intégrale  de  l’équation  proposée  au  moyen  de  l’intégrale 
jd’une  autre  équation  do  même  forme  générale,  mais  satisfaisant  à 
■des  conditions  déterminées,  auxquelles  la  proposée  ne  satisfait  pas. 
Mais  on  peut  faire  voir  que  ce  procédé  s’applique  non  - seulement 
;aux  équations  linéaires  auxquelles  L api  ace  s’est  restreint,  mais 
ancore  aux  équations  de  la  forme  plus  générale 

|[a)  Gz/+Ih'+K  = O, 

bù  (?,  K sont  exprimés  en  fonction  de  x,  s,  Après  avoir  établi 
cette  généralisation,  nous  en  tirerons  la  méthode  deLaplace  comme 
cas  particulier. 

56.  Procédons  à l’intégration  de  l’équation  précédente  comme  il 
a été  indiqué  ci-dessus  (art.  51).  Multiplions  les  deux  premiers  tcr- 
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mes  de  son  premier  membre  par  dx^  ce  qui  donne  l’expression  diffé- 
rentielle 


en  considérant,  dans  celle-ci,  z,  et  s comme  seules  variables,  déter- 
minons le  facteur  d’intégration  fi,  puis  intégrons.  On  trouve  ainsi 
l’égalité 

fix.{Gdz,+Hdz)  = F(a;,  y,  z, 


dont  le  second  membre  est  la  valeur  de  l’intégrale  du  premier. 
Introduisons  maintenant,  au  lieu  de  «,  la  nouvelle  variable  dépen- 
dante U,  en  posant 


u = ¥(x,  y,  Z,  z). 

La  différentiation  de  cette  équation  par  rapport  à x donne 


pei 


0F  0F  0F  0F 


Par  suite,  en  multipliant  l’équation  proposée  par  ft,  et  la  retranchamji 
de  la  précédente,  on  a 

, aF 

U — ^ 

ox 


(lE. 


Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  s’exprime  d’une  ma 
nière  déterminée  au  moyen  de  x,  y,  s,  on  peut  donc  poser,  poui 
simplifier, 

u'  = Fi(a:,  y,  z,  z,). 


Si  les  fonctions  F et  F^  ne  sont  pas  distinctes  entre  elles  pa 


rapport  à s et 


c’est-à-dire  si,  en  éliminant  entre  les  équation 


= F ix,  y,  Z,  s,),  u’  = FjlCcc,  0,  z,) 


une  des  quantités  0,  0^,  on  élimine  en  même  temps  l’autre,  on  obtien 
alors  une  équation  entre  a?,  «/,  w,  d’où  l’on  tire,  comme  nous  l’avon  : 
fait  voir  plus  haut  (§8),  une  intégrale  générale  du  premier  ordr: 
avec  une  fonction  arbitraire  de  y.  Mais  dans  ce  cas,  comme  on  sai^; 
on  doit  avoir  l’identité 


0F0Fi  0F0Fi 


00  dzj  dz,  00 


= 0, 


lért 

l’iiil 


laquelle  est  aussi  la  condition  d’existence  de  l’intégrale  du  premie 
orire  en  question,  et  doit  être  équivalente  à la  condition  donnée  plu 
haut 


îffet 

par 


I 
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Et  en  effet,  il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  dernière  condition  découle 
gj  de  la  première  (*). 

''Si  57.  Nous  sommes  maintenant  arrivés  à la  question  qui  fait 
I l’objet  de  cette  étude:  Comment  faut-il  procéder,  quand  les 
conditions  précédentes  ne  sont  pas  remplies? 

ier,  Remarquons  que  les  équations 
en- 

M = F (a:,  y,  0,  u = Fi(æ,  y,  s,  z,) 

peuvent  être  considérées  comme  équivalentes  à l’équation  proposée. 
En  effet,  si  l’on  substitue  dans  la  seconde  la  valeur  de  u tirée  de  la 
I première,  on  obtient  l’équation  donnée.  En  résolvant  les  équations 
^[précédentes  algébriquement  par  rapport  à s et  à on  obtient  deux 
autres  équations  de  la  forme 


Z = f(x,  y,  u,  u'),  Z,  =fi(x,  y,  u,  u'\ 

équivalentes  à celles  d’où  on  les  a tirées,  et,  par  suite,  à l’équation 
proposée.  Si  donc  on  porte  dans  l’équation  proposée  les  valeurs 
précédentes  de  z^  z^^  et  les  valeurs  de  z\  z/  obtenues  en  différen- 
tiant  les  équations  précédentes  par  rapport  à x,  on  obtient  nécessai- 
la-l  rement  une  identité  pour  toute  valeur  de  u.  Or  la  fonction  u doit 
inr  être  déterminée  de  telle  sorte  qu’entre  les  valeurs  z =f  et  z^  =f^ïi 
n’y  ait  pas  incompatibilité,  ce  qui  exige  que  la  dérivée  de/  par  rapport 
à y soit  égale  à /j.  En  exprimant  cette  condition,  on  a l’équation 


)llil  ^ 

' en  déterminant  l’intégrale  de  celle-ci , et  substituant  la  valeur  de  cette  ’ 
I intégrale  dans  le  second  membre  de  l’équation 

^“1  s =f(x,  y,  u,  w'), 

)ni| 

lr(  on  obtiendra  l’intégrale  de  l’équation  proposée. 

58.  Mais  il  est  facile  de  démontrer  que  l’équation  (a,),  consi- 
dérée comme  linéaire  par  rapport  à u/^  et  à ne  doit  pas  avoir 
d’intégrale  du  premier  ordre  avec  une  fonction  arbitraire  de  x.  En 
effet,  en  multipliant  les  deux  premiers  termes  de  son  premier  membre 
par  dy,  et  intégrant,  il  vient 


(^)  Voir,  par  exemple,  Boole,  Treatise  on  Differcntial  Equations,  p.  27i. 
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En  différentiant  la  valeur  de  v par  rapport  à on  trouve 


oii,e 


017“'  +01“'+“ 


dy 


(a') 


et  en  retranchant  de  là  Téquation  (a^),  on  a 


Ici  les  fonctions  / et  sont  évidemment  les  mêmes  que  nous  avions 
plus  haut. 


L’équation  (a^)  pourrait  avoir  une  intégrale  du  premier  ordre 
avec  une  fonction  arbitraire  de  si  l’expression 


du  du'  du'  du 


était  identiquement  égale  à zéro.  Mais,  en  vertu  d’un  théorème 
connu  sur  les  déterminants  fonctionnels  des  fonctions  inverses,  on  a 


s/sa_3lA 

du  du'  du'  du 


dFdF^  dFdF^' 

dv  dvj  dv,  dv 


Le  déterminant  qui  entre  dans  le  second  membre  de  cette  égalité 
est,  par  hypothèse,  différent  de  zéro.  Donc  le  déterminant  du  pre- 
mier membre  ne  peut  être  ni  nul  ni  infini. 


59.  Ainsi  l’équation  (aj,  considérée  comme  linéaire  par  rapport! 
à u/  et  à ne  conduit  pas  au  but  désiré.  Cependant  il  reste 
encore  la  possibilité  de  résoudre  la  question  de  la  manière  qu’on 
s’était  proposée,  si  l’équation  (a,)  est  également  linéaire  par 
rapport  à u/  et  à %'•,  et  pour  cela  il  faut  seulement  que  les  fonc- 
tions / et  /-t  soient  du  premier  degré  par  rapport  à u'.  Introduisons 
cette  condition,  en  posant 


(ic,  y,  u^  u')  = Mu'-^N^ 

ikf,  iV,  m,  n désignant  des  fonctions  de  æ,  y^  u. 
Maintenant  l’équation  (a^)  prend  la  forme 

d_N 
dy 


que 


tlioc 


811 


, , /dM  , dM  \ ^ , dN 


7i  = O, 
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)u,  en  posant,  pour  abréger, 


dM  . dM  ^ dN  dN 


a^)  gu  J ~\- Tiv/ h 0. 

Si  l’équation  (a')  satisfait  à la  condition  d’intégrabilité 


aquelle,  en  vertu  de  l’égalité 

lie  ^g  dh  dM 

du  duj  du  * 

prend  la  forme 


de 

a 


3lle  aura  alors  une  intégrale  du  premier  ordre  avec  une  fonction 
irbitraire  de  2/5  à l’aide  de  laquelle  on  pourra  obtenir  l’intégrale 
générale  primitive  de  l’équation  (aO;  puis  on  aura  l’intégrale  de 
l’équation  (a)  par  la  formule 


Z =^f(x,  y,  U,  u'). 

g. 

Si  l’équation  (a')  ne  satisfait  pas  à la  condition  d’intégrabilité, 
on  peut  alors  lui  appliquer  de  nouveau  la  méthode  de  transformation 
rt  que  l’on  a employée  pour  l’équation  (a).  En  continuant  de  cette 
^ manière,  ou  l’on  parviendra  à une  équation  satisfaisant  à la  condition 
J d’intégrabilité  et  fournissant,  par  conséquent,  l’intégrale  de  l’équation 
proposée;  ou  l’on  s’assurera  de  l’impossibilité  d’appliquer  cette  mé- 
thode de  solution. 

60.  Eclaircissons  la  théorie  précédente  par  un  exemple  très- 
simple.  Prenons  l’équation 

z/~zz'  ==  0. 

En  la  comparant  à l’équation  générale 

Gz/+irz'+K  ==  0, 

on  trouve  que  la  condition  d’intégrabilité  (E)  est  satisfaite;  et,  on 
effet,  en  multipliant  l’équation  proposée  par  dx,  il  vient 

dzj — zdz  — 0, 
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d’où  l’on  tire,  en  intégrant,  l’intégrale  générale  du  premier  ordre 
contenant  une  fonction  arbitraire  de  y. 


P 


Mais,  ne  sachant  pas  intégrer  les  équations  à deux  variables  «,  y, 
de  la  forme  de  la  dernière  équation,  nous  ne  pourrons  pas  nous 
servir  de  celle-ci  pour  en  tirer  l’intégrale  générale  primitive  de 
l’équation  proposée.  Si  donc  nous  comparons  l’équation  proposée  à 
cette  autre  forme  générale 


Gz/-{-Hz^-\-K  = O, 


nous  aurons 


6^  = 1, 


et  en  vérifiant  si  la  condition  d’intégrabilité 


SG 

5s 


ôs'  ) ~ ^ 


est  satisfaite,  nous  trouverons  que  son  premier  membre  est  égal,  non 
à zéro,  mais  à s';  par  conséquent,  l’équation  proposée  ne  peut  avoir 
d’intégrale  du  premier  ordre  avec  une  fonction  arbitraire  de  x. 


Il  ne  nous  reste,  d’après  cela,  qu’à  recourir  à la  méthode  géné- 
rale exposée  plus  haut,  et  par  laquelle  on  trouve  d’abord 


f {Gdz'-\-Ildz)  ^fdz'  == 


introduisons  ensuite,  au  lieu  de  3,  la  nouvelle  variable  indépendante 
V,  en  posant 


Si  l’on  différentie  cette  équation  par  rapport  à y,  et  qu’on  l’ajoute  à la 
proposée,  ü vient 


V,  = zz'. 

Des  deux  équations  précédentes  on  tire  j[ 


En  substituant  dans  l’équation  proposée  jles  valeurs  obtenues 
pour  25  et  ainsi  que  la  valeurs  de  z/  que  l’on  trouve  en  diffé-  ■ 
rentiant  par  rapport  à g/  la  seconde  des  équations  ci  - dessus , on 
obtiendra  l’identité  v,  = v^.  Mais,  pour  qu’il  n’y  ait  pas  incompati- 
bilité  entre  les  valeurs  de  2;  et  de  sj',  ü faut  satisfaire  à la  condition , 
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lue  l’on  peut  encore  écrire 


dxdy 


= V. 


Liouville  a trouvé  (*),  pour  l’intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion, l’expression 

^ [1 — e9>(^^+^(ÿÿÿ 

On  tire  de  là 

log^?  = log2-j-logq)'(a;)+logi|>'(2^)-f-g>(a;)-[-'*/'(y) — 21og[l — 

Enfin,  en  différentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  èb  y,  on 
obtient  l’intégrale  générale  de  la  proposée. 


V (y) 


e9>i^)+^(y),i}f'(y) 


dont  il  est  facile  de  vérifier  l’exactitude.  Mais  cette  intégrale  doit 
satisfaire  aussi  à l’équation 

z-iz^  = W(y). 

Pour  s’en  assurer,  on  trouve 

« 2JÎ1.4-  2V  . -r-,  4-  , r-r 

^ ~ ^ 1— ^ l—gÿ+r^ 


dy^ 


g2(jp+2t/y 


(dlog^'  Y A e9P+t.lf<' 


et,  en  retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première. 


dy 


P)  Monge,  Application  de  T Analyse  à la  Géométrie,  5®  édition,  cor- 
rigée par  J.  Liouville,  Note  IV,  p.  597. 


56 


Ch.  IL  § 10. 


où  le  second  membre  peut  être  égalé  à une  fonetion  arbitraire  ^{y) 
de  à cause  de  la  forme  entièrement  indéterminée  de  cette  fonction 
et  de  la  fonction 


Remarque.  De  cette  manière  on  obtient,  entre  autre  choses, 
l’intégrale  de  l’équation  précédente  entre  les  deux  variables  s et 
qui  est  d’une  forme  assez  compliquée.  On  déduit  cette  intégrale 
de  la  valeur  de  » donnée  tout  à l’heure,  en  y remplaçant  seulement 
q}{x)  par  une  constante  arbitraire. 


§ 10. 


61.  Voyons  maintenant  comment,  de  la  généralisation  précé-  J 
dente,  on  peut  tirer  la  méthode  de  Laplace(*)  pour  l’intégration 
de  l’équation’  linéaire 


dans  le  cas  où  les  expressions 

N—PQ—P'  = A,  N—PQ—Q,  = a 
ne  sont  pas  égales  à zéro. 


Suivant  la  méthode  générale,  en  multipliant  les  deux  premiers 
termes  de  l’équation  proposée  par  dxj  et  considérant,  dans  le  produit, 
z^  et  Z comme  seules  variables,  puis  intégrant,  il  vient 


f(dz,+Pdz)  = z.-i-Pz 


Introduisons  ensuite,  au  lieu  de  s,  une  nouvelle  variable  dépendante  ^ 
U.  en  posant  t 

z^-f-Pz  = u\ 


si  l’on  différentie  cette  équation  par  rapport  à æ,  et  qu’on  retranche  | * 


le  résultat  de  l’équation  proposée,  il  viendra 


Q0;+(iV— P')s  = M- 


En  résolvant  les  deux  dernières  équations  par  rapport  à s et  à z,^  i 
on  trouve 


Qu. — = I {.{N— P'  ) “ -{■Pu'—MP']. 


(^)  Histoire  de  l’Académie  des  Sciences,  177< 
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Il  est  évident  que  l’on  satisfera  à,  l’équation  proposée  en  substi- 
tuant la  valeur  de  z fournie  par  la  première  des  deux  équations 
précédentes,  pourvu  que  la  valeur  de  z^  que  l’on  en  tirera  soit  égale  à 
celle  que  donne  la  seconde  de  ces  deux  équations.  Par  suite,  la 
fonction  u doit  être  déterminée  par  la  condition 

(M—  Qu—u'\  {N--P')u-\-Pv!—MP 

\ ^ A “ ^ 

en  la  développant,  et  ordonnant  le  résultat  suivant  l’ordre  descendant 
des  dérivées  de  u,  on  trouve  l’équation  linéaire 

u/ qu,-\~nu  — m, 

en  posant 


A A 

n = i\r— P'+  Q,-~  m = -f MP. 

62.  Nous  savons  déjà,  par  le  §.  précédent,  que  l’équation  trans- 
formée ne  peut  avoir  d’intégrale  du  premier  ordre  avec  une  fonction 
arbitraire  de  et  en  effet,  en  formant  l’expression  qui  doit  s’annuler 
pour  qu’ü  existe  une  pareille  intégrale,  on  trouve 

5 = n — rpq — — PQ — p'  = A 
pour  cette  quantité,  laquelle  est,  par  hypothèse,  différente  de  zéro. 

Formons  ensuite  l’expression  qui  doit  être  égale  à zéro,  si  l’équa- 
tion transformée  a une  intégrale  du  premier  ordre  avec  une  fonction 
arbitraire  Aq  y \ il  vieut 

B = n-pq-p'  = iV-PQ— P'+(Q,-P')+(  j)'  » 
ou,  en  vertu  des  égalités 

A = N—PQ—P',  a = N—PQ—Q,,  » 

et  de  celle  qui  s’en  déduit, 

A—a=Q,—P', 

63.  On  voit  par  là  que  B peut  être  égal  à zéro,  lors  même  que 
A et  a ne  seraient  pas  nuis.  Si  B n’est  pas  égal  à zéro,  on  peut 
alors  appliquer  à l’équation  transformée  le  môme  procédé  do  trans- 
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formation  qu’à  l’équation  proposée.  Mais  il  est  encore  plus  simple, 
au  lieu  de  former  les  équations  transformées,  de  prolonger  la  série 
des  quantités  analogues  à JS  et  à J,  de  la  valeur  desquelles  dépend 
rintégrabilité  des  équations  qui  leur  correspondent.  Cette  série 
s’écrit  de  la  manière  suivante; 


I _ dHogA  , _ . 
j ^ — 5 Q “f“  ^A  — <1, 

(I)  / oxdy 


dQ 


b = A, 


c = B, 


Si,  en  prolongeant  la  suite  A,  B,  C,  ...,  nous  rencontrons  un 
terme  égal  à zéro,  alors  la  méthode  deLaplace  est  applicable,  et  le 
rang  du  terme  qui  s’annule  indique  au  bout  de  combien  de  transfor- 
mations on  obtiendra  l’intégrale  cherchée. 

64.  Dans  la  recherche  précédente,  on  pourrait  attribuer  à la 
variable  y le  rôle  qu’avait  x,  et  vice  versa.  On  obtient  de  cette 
manière  une  autre  série,  semblable  à la  précédente. 


(II) 


BQ 

a = N-PQ  — -^, 


A = N—PQ— 


BJP 

Bx' 


n faut  se  rappeler  que  j&,  (7,  ...,  bjc^  ...  ont,  dans  les  formules 
(I)  et  (H)  des  significations  différentes. 

65.  En  appliquant  cette  méthode  à l’équation 


z/-\~xyz'—2yz  = O, 


où  P=xy^  Q = O,  N = — 2y^  Jl/=0,  on  trouve,  d’après  les 
formules  (I), 


A = —By,  .B  = —42/,  C=—by,  ..., 
a = — 2^/,  b = —By,  c = — 4y,  


Ch.  IL  § 10. 


59 


Par  conséquent,  la  série  des  quantités  ul,  -B,  C,  ...  ne  peut  se  ter- 
miner par  zéro. 

Mais,  en  appliquant  les  formules  (II),  il  vient 


i 

■ — 2ÿ,  b = —ÿ,  e = 0, 

Par  suite,  on  obtient  de  cette  manière,  au  bout  de  trois  transformations, 
l’intégrale  de  l’équation  proposée.  En  effet,  en  posant 

Z*  — Uy 

différentiant  cette  équation  par  rapport  k et  la  soustrayant  de  la 
proposée,  il  vient 

xyz’—2yz  = — 24^, 
et  des  deux  équations  qui  précèdent  on  tire 


Partant  on  doit  avoir 

ou 

ul-\-xyu' — yu  ==  0. 

En  posant 

w'  == 

différentiant  par  rapport  à y^  et  soustrayant  de  l’équation  précédente, 
on  a - 

xyu^ — yu  ==  — 

Des  deux  dernières  équations  on  tire 


on  doit  donc  avoir 

1 

U ==  XV-h—  f 

' y 

1 ou 

On  tire  de  là 

vZ-j^xyv'  ==  0. 
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et 


-^1 
~{~J e 2 

xy'*' 

~ ijj'iy) — yfe  2 x(p{x)dx] 


par  conséquent, 


x^p(y) 


xje  .2  (p(x)  dx  — je 


xy- 

2 xcp{x)dx. 


Enfin,  en  déterminant  la  dérivée  de  u par  rapport  à ?/,  et  sub- 
stituant pour  U et  Uj  leurs  valeurs  dans  la  formule 


2z  ==  XU-] — 

y 


on  obtient,  pour  l’intégrale  générale  cherchée, 

2z  = x^'tlj{y)  Aç-x^J^e  2 çp{x)dx 

1 2a;?/2  1 P-^É. 

+ ^ ^ {xy'^  — l)xq){x)dx. 


§ IL 

66.  Une  équation  linéaire  de  la  forme  générale 


= ilL, 

dans  laquelle  entrent  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre,  et 
où  les  coefficients  iV,  q',  5,  t désignent  des  fonctions  données  de 
X et  de  y^  se  ramène  à la  forme  simplifiée  que  nous  avons  consi- 
dérée dans  le  § précédent,  en  s’appuyant  sur  les  principes  généraux 
exposés  plus  haut  (Ch.  I.  § 6).  Il  suffit  pour  cela,  au  lieu  de  x et 
de  y^  d’introduire  dans  cette  équation,  pour  variables  indépendantes, 
les  arguments  a et  P des  fonctions  arbitraires  de  son  intégrale  géné- 
rale. Pour  la  détermination  des  arguments  a et  ^ eux  - mêmes , il 
faut,  comme  on  sait,  intégrer  deux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  de  la  forme 


doc  dcc 


SJ  SJ 

eæ  + ”0ÿ 


= 0, 


w,  n désignant  les  racines  de  l’équation  du  second  degré 
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= 0, 

tirée  de  la  formule  générale 


dz" 


5 ds'^+dz.. 


OÙ  l’on  prend  pour  F le  premier  membre  de  l’équation  proposée. 

67.  De  cette  manière,  on  ne  peut  reconnaître  si  Téquation  pré- 
cédente peut  s’intégrer  par  la  méthode  deLaplace,  avant  d’y  avoir 
introduit  les  nouvelles  variables  indépendantes,  ce  qui  exige  l’intégra- 
tion préalable  des  deux  équations 


dy  — mdx^  dy  ==  ndx^ 
entre  les  deux  variables  x et  y. 

Mais  Legendre  a fait  connaître  un  procédé  pour  appliquer  im- 
médiatement à l’équation  donnée  une  recherche  analogue,  sans  y 
changer  les  variables  indépendantes.  Il  dit,  en  parlant  des  résultats 
qu’il  a obtenus:  „ C’est  le  fruit  d’un  calcul  assez  pénible,  dont  je  ne 
crois  pas  utile  de  rapporter  les  détaüs,  à cause  de  leur  longueur.^ 


Mais  on  peut  présenter  cette  recherche  sous  une  forme  assez 
simple  et  tout  à fait  conforme  aux  recherches  exposées  dans  le  §. 
précédent. 

68.  Pour  cela,  introduisons  les  notations  Q et  V,  définies  par 
les  égalités 

n - ® -L  ® V7  ^ L ® 


m et  n désignant  deux  fonctions  données  quelconques  de  x et  de  y. 

En  représentant  par  ^«,  v des  fonctions  de  a;,  ?/,  et  appliquant 
une  des  opérations  []  ou  V aux  fonctions  composées 
on  trouve  très-facilement 

[]{u.v)  == 


Outre  cela,  on  a,  par  définition, 

[]m  — ~\-UU^j 


d’où  l’on  tire 
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, m.S7u — n.r\u 

U.  — , u'  = 

' m — n m — n 

En  appliquant  maintenant  à u les  opérations  Q et  V l’une  à la 
suite  de  Tautre,  mais  dans  deux  ordres  différents,  on  obtient  les  ré- 
sultats différents 

'S7[]w  = u''  m)u,^ 

[]  = u'' -\-(jrh-\-7i)u\-\-mnu^,-^{^n)uj^ 

d^où 

VD«- □ v«  = v«)- 

ou,  èn  posant,  pour  abréger, 

— V\n 

Uf  — ■ ~ f 

m — n 

69.  Prenons  maintenant  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  de  la  forme 

U^^+PU^+QV^+Nz  = M, 

N,  P,  Q désignant  des  fonctions  données  de  x et  de  y. 

En  récrivant  de  la  manière  suivante, 

□ (V^_j_P^)4_Q(V^+p.)+(i\^-pQ+Gp)^  = M, 

remarquons  que,  si  Ton  a 

iV~PQ+GP=0, 

réquation  s’intégrera  comme  il  suit. 

En  posant 

+ P^  = M, 

on  aura  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

G w “1“ 

dont  l’intégrale  s’obtiendra  par  la  méthode  exposée  plus  haut  (§.  7), 
et  renfermera  dans  son  expression  une  fonction  arbitraire  de  x et  de  y. 
Si  l’on  substitue  sa  valeur  dans  l’équation  précédente,  on  obtiendra 
une  autre  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  En 
l’intégrant  absolument  comme  la  première,  elle  fournira  l’intégrale 
générale  du  problème,  avec  deux  fonctions  arbitraires  de  x et  de  y. 
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70.  Il  y a encore  un  autre  moyen  pour  intégrer  l’équation  con- 
sidérée. A l’aide  de  l’égalité  établie  plus  haut  (art.  68), 

□V^  = VD^+f*(V^--D4 

on  pourra  introduire  VD^  G par  suite  de  quoi  l’équa- 

tion proposée  prendra  la  forme 

VD«+(Q+f‘)V2+(i’-(*)D^4--afe  = M, 

et  l’on  ponrra  encore  l’écrire  de  cette  manière, 

ACG^+CQ+plal+C-P— plCGs+CQ+p)®] 

+[iV-(P-^)(Q+p)-V(Q+|a)]a  = M 

Si  donc  on  a l’égalité 

;iV^_(P_^)(Q_j_^):_V(Q+ft)  = 0, 

l’equation  proposée  s’intégrera  exactement  comme  dans  le  cas  précédent. 

' 71.  Si  les  expressions 

iV^-(P-^)(Q  + ;i)- V(Q+fi)  = « 

sont  différentes  de  zéro,  introduisons  alors,  à la  place  de  s,  une 
nouvelle  variable  dépendante  %,  en  posant 

S^z-\-Pz  = U. 

En  effectuant  sur  les  deux  membres  de  cette  équation  l’opération  [], 
et  soustrayant  le  résultat  de  l’équation  proposée,  il  vient 

et  des  deux  dernières  équations  on  tire 

M--Qu  — []u  {N~[]P)u-\-Pu--MP 

*—  ^ > V^—  A 

Si  dans  l’équation  proposée  on  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  » et  de  les  valeurs  de  Qs  et  de  []'\7z,  obtenues  au  moyen 

des  équations  précédentes  en  effectuant  sur  chacune  d’elles  l’opération 
[],  il  est  aisé  de  s’assurer  que  de  cette  manière  on  satisfait  à l’équa- 
tion proposée.  Mais,  pour  que  les  valeurs  de  èt  de  four- 

nies par  la  seconde  des  équations  précédentes,  soient  égales  à celles 
que  l’on  peut  tirer  pareillement  de  la  première,  il  faut  nécessairement 
satisfaire  à la  condition  suivante, 

^(M—Qu  — \^u\  N—[]P+Pu  — MP 

A ~ A 
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En  effectuant  dans  le  premier  membre  l’opération  V?  le  résultat  peut 
s’exprimer  par  l’équation 


VG«+(i’-^)D«+QV«+ 


X7A 


Mais,  pour  la  réduire  à une  forme  générale  complètement  identique 
à celle  de  l’équation  proposée,  introduisons  au  lieu  de  VD^? 

après  quoi  l’équation  précédente  prendra  la  forme 


en  posant 


P ==  P ^ 


Q—fi, 


r = N—[]F+VQ-Q 


VA 


a 

i = 


+J4P. 


71.  Pour  juger  de  la  possibilité  d’intégrer  l’équation  transformée 
d’après  la  méthode  que  nous  venons  d’exposer,  formons  les  expressions 

n — <pçi  — \}p  = P,  w — (p  — V(S  + ;^)  = 

En  mettant  pour  7^,  q leurs  valeurs,  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  a 

en  posant,  pour  abréger. 


D’après  cela,  b est  différent  de  iséro;  mais  B peut  être  nul 
Si  B aussi  est  différent  de  zéro,  on  peut  alors  appliquer  à l’équation 
transformée  le  même  mode  de  transformation  que  l’on  a appliqué  à 
l’équation  proposée.  Mais  il  est  encore  plus  simple,  au  lieu  de  former 
l’équation  transformée,  de  prolonger  la  série  des  quantités  analogues 
à P et  à 5,  de  la  valeur  desquelles  dépend  l’intégrabilité  des  équations 
qui  leur  correspondent.  Cette  série  se  forme  de  la  manière  suivante: 

IA  = N-PQ-  GP,  « = iV-(P-^)(Q+^)-V(Q+f*), 

P = G^+2^-«-f*^+^,  ^ = 

C=  G^  f-2iî— 5 — c — B, 

etc 
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La  possibilité  d’appliquer  cette  méthode  d’intégration  est  subor- 
donnée à la  condition  que  la  série  J.,  C,  ...  se  termine  par  zéro. 
iL’ordre  du  terme  qui  s’évanouit  le  premier  indique  après  combien  de 
transformations  on  peut  obtenir  l’intégrale  cherchée. 

; On  peut  présenter  la  recherche  précédente  sous  une  autre  forme, 
;en  l’appliquant  à l’équation  proposée,  écrite  sous  la  forme 

I - M, 

|Mais  dans  ce  cas  on  n’aurait  qu’à  répéter  tous  les  calculs  ci-dessus, 
en  remplaçant  partout  les  signes 

-P,  Q,  A,  «,  [],  V 

respectivement  par 

Q+II,  P— fA,  a,  A,  V, 

72.  Pour  montrer  comment  les  résultats  précédents  s’appliquent 
à l’équation 

I , + tz^,-\-(lz,-{-<pz'+Nz  = M, 

il  suffira  de  prendre  pour  m et  n les  racines  de  l’équation 

après  quoi,  en  vertu  des  formules  données  plus  haut,  nous  aurons 
l’égalité 

et,  en  ajoutant  celle-ci  à l’équation  proposée,  ü vient 
[]\/z-\~{q  — \}n)z,~^pz'-]rNz  = M. 

jSi  l’on  y substitue  les  valeurs 

f m\/z  — 

2 : f ^ f 

m — n m — n 


on  ramènera  l’équation  précédente  à la  forme 

' m — n ^ ' m — n 


à,  laquelle  s’applique  la  méthode  d’intégration  exposée  plus  haut. 
73.  Pour  éclaircir  cette  méthode,  appliquons-la  à l’équation 

a"— = O, 


Thcil  LIV. 


18 
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dont  la  condition  d’intégrabilité  sous  forme  finie  a déjà  été  établie 
par  Euler  (*). 


En  posant 


= \/z  = z'—az,^ 


on  a 


□V.  = = 

par  suite,  l’équation  proposée  prendra  la  forme 


DV«+r2^  = O- 


: P( 


On  a ici 


P=0,  Q = 0,  iV=-2,  M=0,  □P=0,  VQ  = 0, 


x^' 


par  conséquent, 


A x’  A 

On  obtiendra  d’après  cela  les  séries  suivantes. 


d o> 

X^ 

A = 

a;2’ 

h 

h. 

* “ ■p’ 

B = 

*1  = 6+2, 

(7  = 

*2  = 2(«;i+l)-6, 

4'l\ 

II 

D = 

h 

X^ 

^3  = 2(A;2+1) — Æj, 

otiti 


etc. 


En  continuant  ainsi,  et  poussant  jusqu’au  terme,  il  vient 


T Rz=  kn+1  = 2(!c„  + l)  — k„-i. 


OBI 


œ"  x^- 

Ainsi  les  coefficients  h satisfont  à l’équation  aux  différences  finies 

A^jt+l  — 1 = 2, 


(^)  Miscellanea  Taurinensia,  T.  III,  p.  60. 
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laquelle,  en  introduisant  le  signe  des  différences  finies  A,  peut  encore 
s’écrire  sous  la  forme 

A^kn-l  = 2. 

En  l’intégrant,  on  trouve 

kn—l  n {n  — 1)  -|—  Cn  -|—  C\ 

ou 

kn  C C\ 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  C,  6^',  on  a,  en  faisant 
tour  à tour  = 1 et  w ==  2, 

h = 2C+  C',  b = 3(7+  C", 

d’où  (7  = 0,  = 5,  et  par  conséquent 

kn  — w(w  + l)+ô. 


De  là  on  tire  la  condition  d’Euler:  pour  une  constante  donnée 
5,  l’équation  considérée  est  intégrable  sous  forme  finie,  s’il  est  possible 
de  satisfaire  à la  condition 


n(7i+l)  + ô = 0 

par  une  valeur  entière  et  positive  quelconque  de  n.  En  considérant 
b comme  une  constante  indéterminée,  et  posant  ô = — w(7^+l),  on 
obtient  la  forme  des  équations 


n(n-\-l) 


qui  sont  intégrables  sous  forme  finie.  Si  l’on  pose  successivement 
on  ramène  l’équation  précédente  aux  deux  suivantes, 

If  9 I 2(^^+l) 

U — U = ü, 

" ' X 

tf  2 t n 

V — a^v.. V = U : 

" X 

donc  l’équation 

a"— a%„  + -a'  = 0 

s’intégre  sous  forme  finie  pour  toute  valeur  paire,  positive  ou  néga- 
tive, du  nombre  b. 


8* 
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74.  Remarque.  On  sait  que  la  méthode  de  La  place  s’appli- 
que aussi  à certaines  équations  contenant  à la  fois  des  différences 
finies  et  des  dérivées.  Nous  pourrions  montrer  que  l’idée  fondamen- 
tale de  cette  méthode  s’applique  également  à plusieurs  équations 
linéaires  aux  différentielles  ordinaires  du  second  ordre,  de  la  forme 


se 

qui 

Lei 

pi 

vai 


^ ^ gp  (oî)  2/  = ip  (æ). 

Mais  nous  ne  croyons  pas  que  ce  soit  ici  le  lieu  d’entrer  dans  ces 
détails. 


ma: 

COI 

dei 

A! 

l’ai 


OD 


B, 

les' 

aé 


Chapitre  III. 

Intégration  des  formes  compliquées  d^équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  d^une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 

§ 12. 


tioi 

sui 

(J'OI 


cer 


yai 

tie] 


75.  L’équation 

(1)  Hz"+Kz' , + Lz,,+  M+N(z\-z' , 2)  = Q, 

dans  laquelle  les  coefficients  K ^ L,  ilf,  N sont  supposés  être  des 
fonctions  quelconques  x ^ y ^ z^  z\  z^^  représente  la  forme  la* plus 
générale  des  équations  que  nous  considérons,  pour  laquelle  ü existe 
des  méthodes  tout ‘à  fait  générales  ou  une  théorie  d’intégration. 


Monge  (*),  le  premier,  a donné  une  méthode  générale  pour 
l’intégration  des  équations  de  cette  forme  (**)  ; mais  la  théorie  qu’il 
propose  n’épuise  pas  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  l’inté- 
gration des  équations  auxquelles  se  ramène  la  question  considérée. 
Le  développement  le  plus  complet  de  la  théorie  de  cette  question, 
a été  donné  par  Ampère  (***).  Parmi  les  auteurs  plus  récents  qui 


+ 5 

m 
186 
fecli 
:jSico 
S ci 


(*)  Mémoire  sur  le  calcul  intégral  des  équations  aux  différences  partielles. 
(Histoire  de  l’Aeadémie  des  Sciences,  1784). 

(**)  Il  considère  surtout  le  cas  de  iV  = 0 ; mais  cette  restriction  n’est 
pas  nécessaire. 

Mémoire  contenant  l’application  de  la  théorie  exposée  dans  le  XVII® 
Cahier  du  Journal  de  l’École  Polytechnique.  (Journ.  de  l’Éc. 
Folyt.,  t.  XI,  1820). 
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se  sont  occupés  de  la  même  question  générale,  nous  ne  connaissons 
que  les  deux  mathématiciens  anglais  Boole(*)  et  De  Morgan(**). 
Les  procédés  proposés  par  ces  deux  savants,  bien  que  présentant 
une  analyse  beaucoup  moins  générale  et  moins  complète  que  le  tra- 
vail  d’Ampère,  n’  en  sont  pas  moins  remarquables  par  une  nouvelle 
manière  d’aborder  le  problème  en  ramenant  l’intégration  de  l’équation 
considérée  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à l’intégration  de 
deux  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

’ A l’aide  de  cette  réduction,  que  l’on  peut  du  reste  effectuer,  ainsi  que  B o u r 
l’a  enseigné (***),  sans  s’écarter  des  méthodes  fondamentales  d’Ampère, 
on  établit  très-simplement  les  diverses  conditions  entre  les  coefficients 
\ H^  A,  . . . , iV,  par  l’existence  ou  la  non-existence  desquelles  se  mani- 
festent tous  les  cas  possibles,  pour  lesquels  la  théorie  de  l’intégration 
a été  constituée  par  Ampère. 

76.  Les  équations,  à l’intégration  desquelles  se  ramène  la  ques- 
tion considérée,  s’obtiennent  par  la  méthode  d’Ampère,  de  la  manière 
. suivante.  A la  place  des  variables  indépendantes  primitives,  cc,  ?/,  in- 
îs  troduisons  les  nouvelles  variables  ic,  a,  en  supposant  l’existence  d’une 
certaine  dépendance  entre  ic,  y et  a.  De  cette  manière,  en  conser- 
vant les  notations  que  nous  avons  adoptées  pour  les  dérivées  par- 
tielles dans  ces  deux  systèmes  de  variables  indépendantes  nous  aurons 


(2) 


dx 


8x 


dx* 


^ = Z ^ 

8a  " 8«' 


De  la  dernière  équation  on  tire 


Z 


éi 


dzj 

da 

d<x 


j (a)  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  2-ter  Ordnung  Br 

1 Tt -f- U (s  ^ — rf)  = F.  (Crelle’s  Jour  nal  für  die  Matliem.,  ZXZ, 
1863).  — - (b)  Treatise  on  Differential  Equations.  Suppleuientary  Volume, 
1,  1865;  Ch.  JCXVIII.  — (c)  Dans  le  Mémoire  intitulé:  „Considérations  sur  la 

^ recherche  des  intégrales  premières  des  équations  différentielles  partielles  du 
j second  ordre,  par  Boldt.“.  inséré  dans  le  Bulletin  de  l’Académie  des 
Sciences  de  St.  Pétersbourg,  i.  IV,  1862,  le  titre  contient,  d’apres 
Todhunter,  une  faute  d’impression  relativement  au  nom  de  l’auteur,  et  ce 
Mémoire  doit  appartenir  à Boole. 


Les  recherches  de  cet  auteur,  publiées  dans  les  Cambridge  Phi- 
losophical  Transactions,  Vol.  IX.  Part,  IV,  ne  me  sont  connues  que  par 
les  renvois  qu’y  fait  Boole,  tout  en  faisant  remarquer  en  même  temps  la 
ressemblance  des  méthodes  qu’ils  ont  employées  l’un  et  l’antre. 

Journal  de  l’École  Polytechnique,  t.  XXII:  Sur  l’intégra- 
tion des  équations  différentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre. 
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ensuite  Pavant-dernière  donne 


(3) 


dz^ dy  du 

dx  dx  dy 

du 


tirt 

sati 


■dér 

pai 


et  enfin  on  aura,  en  vertu  de  la  première, 


dz, 


(3) 


. 

Sa;  8®  Sæ  \8x)  8 y 
du 


vce( 

Dû’ 


77.  Pour  substituer  ces  valeurs  dans  l’équation  (1),  remarquons 
d’abord  que  l’on  a 


dz, 


'dz\  ^ 


' " \8x  8x8x)  8y  1 8y  j 


du 


^du 


h 


'dZy\  ^ 


/ 2 ^ I I ^ . 

‘ \dx  J dx  dx  dy  ' \dx)  \ dij 


<du 


Par  suite,  en  retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première,  les  termes 


du  second  degré  en 


02/.  8^ 


00:  du 


se  détruiront,  et  l’on  aura 


» 


\0a;  / \dx  dx  dx  J 

du 

D’après  cela,  le  résultat  de  la  substitution  prendra  la  forme 

8., 

(4) 

0o: 


^>+«1=0, 


n( 

lie 


^•lei 

ra 


la 

M 


où  l’on  a posé 

''(c-ïfe)+“s+"-''(lf)’- 

«=-(l)’-*2ï+^+''(Ê+iÈ)- 
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78.  Les  valeurs  de  la  fonction  » et  de  ses  dérivées  partielles, 
tirées  de  l’intégrale  générale  correspondante  à l’équation  (1),  doivent 
satisfaire  à cette  dernière.  De  même,  en  exprimant  la  fonction  z et  ses 
dérivées  partielles  au  moyen  des  variables  x et  a,  nous  satisferons, 
par  ces  expressions,  au  résultat  de  la  même  transformation  opérée 
sur  l’équation  (1),  c’est-à-dire  à l’équation  (4). 


Jusqu’ici  le  choix  de  la  dépendance  entre  les  variables  x,  ?/,  a 
est  resté  arbitraire;  mais,  si  l’on  suppose  maintenant  que  cc  représente 
l’argument  d’une  des  deux  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  l’in- 
tégrale générale,  alors  il  sera  possible  de  tirer,  des  conclusions  pré- 
cédentes, des  conséquences  très-importantes.  Car,  avec  ce  choix  de 
nouvelles  variables,  en  vertu  de  ce  qui  a été  démontré  plus  haut 
(Ch.  I,  §.  4),  les  expressions  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  s; 
pourront  être  homogènes  ou  hétérogènes  à l’intégrale  par  rapport 
à a;  et  dans  ce  dernier  cas,  les  expressions  de  chaque  ordre  de  dérivées 
partielles  de  2:  contiendront  des  fonctions  arbitraires  de  a telle  qu’il 
n’en  entrera  de  pareilles  ni  dans  l’intégrale,  ni  dans  les  expressions 
des  dérivées  des  ordres  précédents.  Par  conséquent,  si  l’on  suppose 
les  dérivées  du  second  ordre  z",  z'^,  z^^  hétérogènes  à l’intégrale  par 
rapport  à cc,  on  devra  admettre,  dans  l’expression 

Ba 

Bcc 


la  présence  d’une  fonction  arbitraire  de  cc  qui  ne  se  trouve  ni  dans 
l’intégrale  générale,  ni  dans  les  expressions  de  y,  z',  z„  ni  dans  leurs 

dérivées  partielles  ~ ; car,  dans  la  différentiation  par 

rapport  k x,  cc  est  regardé  comme  une  constante.  Donc  la  fonction 
arbitraire  de  a dont  il  s’agit  ne  pent  entrer  ni  dans  P,  ni  dans 
et  le  premier  membre  de  l’équation  (4)  ne  peut  se  réduire  à zéro 
que  si  l’on  a à la  fois  les  deux  égalités 


(5) 


P = 0,  Q = 0. 


79.  Réciproquement,  pour  juger  si  les  dérivées  du  second  ordre 
n «/y,  dans  l’équation  (1),  sont  hétérogènes  à l’intégrale  par  rapport 
à cc,  il  suffit  de  prendre  les  équations  (5),  et,  en  leur  adjoignant  les 
deux  premières  équations  (2),  d’éliminer  entre  ces  quatre  équations 


les  trois  dérivées 

ox  ox  ox 


Si  le  résultat  de  l’élimination 


est  identique  avec  l’équation  proposée  (1),  les  équations  (5)  lui  seront 
équivalentes,  et  la  supposition  de  l’hétérogénéité  à l’intégrale,  par 
rapport  à a,  des  dérivées  z",  z'j,  z^^  sera  légitime.  Au  contraire,  cette 
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supposition  se  trouverait  fausse,  si  Ton  obtenait  pour  résultat  de  l’éli- 


mination une  équation  entre  a;,  «/,  0,  3^^,  différente  de  (1). 


80.  Mais  il  est  facile  de  s’assurer  que,  pour  l’équation  (1),  c’est 
toujours  le  premier  cas  qui  a lieu.  Si  l’on  substitue,  en  effet,  dans 
0/  0^ 


les  équations  (5)  à leurs  valeurs  respectives 

ex  ex 


+ ® ' e*’ 


‘ dx’ 


on  trouve 


-2;r|  + i+4"+2.',  1+..  (I)]  = 0, 


fflll; 


tlOI 


OU 


m"+2Kz’,+M-N//+2{K-N^',)zJg-{H+N,,;)z,,(^£j"  = 0, 


L+Nz"-2{K-Nz',)  ^£-\-{H+NzJ  0, 


0// 

et  il  est  évident  que,  pour  éliminer  il  suffit  d’ajouter  la  première 


de  ces  deux  équations  à la  seconde  multipliée  par  ce  qui  conduit 
à l’équation  proposée 


m"  + 2Kz' , + Lz^^+M-\~N{z'' z^^-  z' = 0. 


81.  Les  équations  (5),  auxquelles  on  a ramené  ainsi  l’intégration 
de  l’équation  proposée,  sont  du  premier  ordre,  mais  non  du  premier 
degré,  et  sous  ce  dernier  rapport  elles  sont  susceptibles  d’une  nou- 


velle simplification.  Pour  cela,  résolvons  par  rapport  à l’équation 

(jX 


Q=0,  ou  l’équation  qui  lui  est  équivalente 

iH+NzJ^^J-2{K-Nz',)^£  +Z,4-iV.''  = 0; 


il  viendra 


^ __  K—Nz'i±V(K—Nz',)^—(H-\-NzJ(L+Nz") 
0æ  H-\-  Nz,, 


K-  Nz\±-V  (lP-HL-N\_Hd'-\~2Kz'  , + Lz,,-\-N(z'’z,-z’,^)']_ 

jï+ivfe„ 
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ou,  en  vertu  de  l’équation  (1), 

dy  _ K—Nz',±-\^K'^  — HL^MN 
dx  “ “ “* 

/ 

82,  On  obtient  de  cette  manière,  pour  deux  valeurs,  ce  qui 

ex 

devait  être,  puisque  la  variable  indépendante  «,  que  nous  employons 
conjointement  avec  æ,  représente  un  des  deu^x  arguments  des  fonc- 
tions arbitraires  de  l’intégrale  générale.  Si  l’on  désigne  ces  arguments 

par  a et  /3,  les  deux  valeurs  différentes  de  ~ devront  correspondre 

ox 

\ aux  deux  systèmes  différents  de  variables  indépendantes:  x^  «,  et  x^ 

; p.  En  effet,  il  a été  démontré  ci-dessus  (Cbap.  I,  §.  6)  que  les 

valeurs  différentes  de  correspondantes  aux  arguments  a et  |5, 

s’obtiennent  comme  racines  de  l’équation 

dz^j  dz'^dx  dz'\dx) 

Si  l’on  désigne  maintenant  par  F le  premier  membre  de  l’équation 
(1),  on  trouve 

Par  conséquent,  les  deux  équations  du  second  degré  en  gonttout 
à fait  identiques. 

83.  Si  l’on  pose,  pour  abréger, 

(6)  + G, 

nous  aurons,  à la  place  de  Q = O,  l’équation 

(ir+ifej  II  - K+Nz\  + Vg=0. 

\ De  plus,  l’équation  P = 0 peut  s’écrire  ainsi, 

, et,  par  suite  de  l’équation  précédente,  elle  prend  la  forme 
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Les  signes  différents  de  Vér  correspondent  aux  systèmes  diffé- 
rents de  variables  indépendantes;  a,  et  x,  La  présence  de  la 
seconde  variable  indépendante  a ou  jS  ne  se  manifeste  pas,  parce  que 
les  équations  ne  contiennent  que  les  dérivées  partielles  des  fonctions 


par  rapport  à x seulement,  tandis  que  a ou  j3  n’entrent  pas 


explicitement,  même  dans  les  coefficients.  Pour  indiquer  laquelle  des 
deux  quantités  a,  /3  on  considère,  en  même  temps  que  x,  comme  vari- 
able indépendante.  Ampère  emploie,  dans  ce  cas  et  généralement 
dans  les  cas  analogues,  la  notation  suivante  pour  les  dérivées  partielles. 


dx{a 


dx(cc’ 


Bx(cc* 


Bx(l3 


a/ 

Bx(^* 


Bz, 


Bx{^‘ 


84.  D’après  cela,  en  conservant  devant  le  signe  supérieur 
quand  les  variables  indépendantes  sont  x,  «,  et  le  signe  inférieur 
quand  elles  sont  x^  |5,  on  pourra  écrire  comme  il  suit  les  équations 
auxquelles  se  ramène  finalement  l’intégration  de  (1), 


(A) 


O, 


H 


By 


N-. 


Bz. 


(B) 


a^/?^  Bx(^ 


Bz, 


A chacun  de  ces  deux  systèmes  on  peut  encore  joindre  l’équation 


(C) 


Bx 


^ i 


dans  laquelle,  en  même  temps  que  x,  il  entrera  pour  seconde  vari- 
able indépendante,  soit  a,  soit  |3,  suivant  que  l’on  combinera  l’équa- 
tion (C)  avec  (A)  ou  avec  (B). 


85.  Ici  il  est  à propos  d’indiquer  aussi  les  autres  méthodes,  dont 
il  a été  question  au  commencement  de  ce  Chapitre,  pour  ramener 
l’intégration  de  l’équation  (1)  à d’autres  équations  analogues  à celles 
d’  Ampère  (A),  (B),  (O).  Monge  a considéré  la  forme  générale 
des  équations,  linéaires  seulement  par  rapport  à z",  z'j,  zy^  mais  sa 
méthode  s’étend  facilement  aux  équations  qui  sont  linéaires  aussi  par 
rapport  à z’  c’est-à-dire  à l’équation  générale 


Hz"  + 2KZ' ,-{-Lz,,  + M-\~  N(z" z^,--z' = 0. 


?:si] 


Il  commence  par  cette  remarque,  que  l’équation  proposée,  repré- 
sentant une  relation  simple  (unique)  entre  les  trois  quantités  z\ 

2^^,  ne  peut  être  suffisante  pour  la  détermination  des  valeurs  de 
chacune  d’elles  au  moyen  de  x,  y,  z,  z\  z,.  Donc,  si  l’on  y joint  les 
deux  équations 

dz^  — z"  dx-\-z'  fdy^  dz^  — z'  ^dx-\-z^^dy^  « 

lesquelles , exprimant  seulement  les  définitions  des  dérivées  partielles 
z' z^j,  ne  donnent  pas  entre  elles  de  nouvelles  relations  („ne 
disent  rien  de  nouveau^)  ; et  si  par  leur  moyen  on  élimine  de  l’équa- 
tion proposée  deux  quelconques  des  quantités  z^^^  on  obtien- 

dra ainsi  des  équations  de  la  forme 

p-f.  = 0,  jR+  Sz"  ==  0,  T+  Uz',  = 0, 

qui  ne  devront  pas  déterminer  les  valeurs  de  z^^^  z'\  z\.  Par  consé- 
quent, les  équations  précédentes,  ayant  lieu  indépendamment  des  valeurs 
des  quantités  z^^^  z\  z\^  devront  se  réduire  respectivement  aux 
suivantes, 

p=0,  Q = 0-,  p=:0,  = T=0,  Ï7=0. 

Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  de  ces  six  équations,  deux  seule- 
ment sont  nécessaires,  par  exemple,  les  deux  équations 

P = 0,  Q ==  0, 

les  autres  étant  ou  identiques,  ou  équivalentes  à celles-là.  En  effet, 
si  l’on  opère  l’élimination  en  question,  on  trouve 

P = H{dxdz'  — dydz^)  + 2Kdxdz,  + Mdx^  — NdZj'^  = 0, 

R ==  L {dydz^  — dxdz')  -j-  2Kdydz'  -j-  Mdy^  — Ndz' ^ = 0, 

T — H dydz'  -[“  dxdzf\-  M dxdy  -f-  Ndz^dz^  — 0, 
et 

Q = >S  = — f7==  Hdy^—<2Kdxdy-\~Ldx^-\-N(dxdz^-\-dydz,)  = 0. 
Or  comme 

dxdz'  -\-dydZf  — z'dx^-\-2z'  jdxdy-\-z^^dy'^^ 
la  dernière  équation  prend  la  forme 

{H-\-Nz^;)dy^—2{K—Nz';)dxdy-\-{L-{~Nz’')dx^  = 0. 

_ , - 1,  . . ^ dy  ^ dx 

En  résolvant  celle-ci  successivement  par  rapport  a — et  a — » 
on  trouve,  au  moyen  de  l’équation  proposée, 
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K—N!i',±-\/g 


dx^ 


dx 


_ K — Nz' ^±iG 
L-\~Nz''  . 


dy, 


OÙ 


G^K^-—HL^MN. 

Chassant  les  dénominateurs,  transportant  tous  les  termes  dans  un 
même  membre,  et  ayant  égard  aux  équations 

dz'  = z'  dx-\-z'  fdy^  dz^  = z'  ,dx-\-z^jdy^ 

on  pourra  écrire  les  équations  ci-dessus  de  la  manière  suivante, 

(a)  Hdy  + Ndz^  — (^  + V dx  -=  0, 

(a')  Ldx+Ndz[  — {K±-]/'&)dy  = 0. 

De  plus,  réquation  P = 0,  écrite  sous  la  forme 

Hdxdz'-\-(2Kdx  — Hdy  — Ndzydz,-\-Mdx^  ==  0, 

devient,  en  vertu  de  l’équation  (a). 


(b)  Hdz'  + (P  + -/é?)  dz,  -f  Mdx  = 0. 

De  cette  manière,  les  équations  P = 0 et  Q = 0 sont  remplacées 
par  (a)  et  (b). 

Ensuite,  l’équation  P = 0,  écrite  sous  la  forme 

L dydz^  + {^Kdy  — Ldx  — Ndz')  dz'  + Mdy^  -=  0, 
devient,  en  vertu  de  l’équation  (a^, 

(b')  L dz,  + (P+  -]/ G)  dz'  -f  Mdy  = 0. 

Par  conséquent,  5 = 0 et  P = 0 peuvent  être  remplacées  par  les 
équations  (a')  et  (b'):  or  l’équation  (a')  est  équivalente  à (a),  et 
(b')  s’obtient  par  l’élimination  de  dx  entre  (a)  et  (b).  * 

Enfin,  l’équation  T = 0,  écrite  sous  la  forme 

dz,{Ldx-{~Ndz')-\-{Hdz'-{~Mdx)dy  = 0, 

devient,  en  vertu  de  l’équation  (a'), 

(b)  Hdz'  + Mdx  + (P  + y^)  dz,  = 0. 


Donc  les  équations  P=0,  P=0,  et  P = 0,  P = 0 se  réduisent 
aux  seules  et  mêmes  équations  (a)  et  (b). 

86.  Ainsi,  d’après  la  méthode  de  Monge,  l’intégration  de  l’équa- 
tion (1)  se  ramène  à l’intégration  du  système  des  équations 


77 


Ch.  m.  § 12. 

Hdy+Ndz^  — {K±'\/G)4x  = 0, 
Hdz'+{K+-\/G)dz,-\-Mdx  = 0, 
auxquelles  on  peut  encore  joindre  la  suivante, 
dz  ==  Z*  dx  ~\~z,  dy. 

Les  équations  d’Ampère  (A),  (B),  (C),  étant  multipliées  par  dx^ 
deviennent  identiques  de  forme  avec  les  précédentes;  mais  ces  deux 
systèmes  d’équations  se  distinguent  essentiellement  en  ce  que  l’un 
contient  les  différentielles  des  deux  variables  indépendantes  et  les 
différentielles  totales  des  variables  dépendantes,  tandis  que  dans  l’autre 
il  n’entre  que  la  différentielle  d’une  seule  des  variables  indépendantes, 
avec  les  différentielles  partielles  des  variables  dépendantes  par  rapport 
à cette  variable  indépendante. 

87.  Considérons  encore  la  méthode  de  Boole.  Elle  est  fondée 
sur  la  supposition  de  l’existence  d’une  intégrale  intermédiaire  ou  du 
premier  ordre  pour  l’équation  (1).  L’auteur  de  la  méthode  expose 
cette  idée  foudamentale  sous  deux  formes  différentes,  pour  atteindre 
un  seul  et  même  but.  Mais,  en  raison,  du  défaut  de  généralité  du 
fondement  de  cette  méthode,  il  suffira  de  considérer  une  seule  de 
ces  formes. 

Soit 

F = 0 

l’intégrale  du  premier  ordre  supposée  de  l’équation  (1).  Dans  sa  com- 
position, outre  les  variables  x^  z,  il  entre  aussi  z'  et  z^  ; par  suite, 
en  la  différentiant  par  rapport  à £c  et  à y,  il  vient 


Ces  deux  équations  peuvent  servir  au  même  but  pour  lequel,  dans 
la  méthode  de  Monge,  on  a employé  les  équations 

dz'  = z"dx-\-z'  fdy^  d.z,  — z'  ^dx-\~z^/ly. 

Mais  de  cette  manière  on  serait  conduit  à répéter  tout  ce  qui  a été 
développé  dans  l’exposition  de  la  méthode  de  Monge;  seulement,  au 
lieu  de 

dx^  d.y^  dz'  ^ d,z,^ 

on  emploierait  ici  rcspectivcmet 
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/dF  , dF  A /dF  , dF  \ 

\0aj  dz  ^ j’ 


On  peut  donc  écrire  directement  les  équations  auxquelles  se  ramène 
l’intégration  de  (1), 


î^ûlit 


0F  /0F  . 0F  \ 0F 


.8F 

d^' 


Ainsi,  des  deux  intégrales  du  premier  ordre  possibles  en  général  ^ ^ 
pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  l’une  doit  ; f 
satisfaire  aux  équations  simultanées  linéaires  précédentes  aux  dérivées  i ^ 


partielles  du  premier  ordre,  où  l’on  prend  Y G avec  les  signes  supé- 
rieurs (ou  inférieurs)  ; et  l’autre  doit  satisfaire  aux  mêmes  équations, . 
où  l’on  prend  Vg  avec  les  signes  inférieurs  (ou  supérieurs). 

88.  En  comparant  ces  trois  méthodes,  il  est  impossible  de  ne 
pas  accorder  la  préférence  à celle  qu’a  proposée  Ampère:  en  pre- 
mier lieu,  à cause  de  la  généralité  du  procédé,  fondé  sur  la  seule 
hypothèse  de  l’existence  d’une  intégrale  finie  de  l’équation  (1),  en 
quoi  elle  a l’avantage  sur  la  méthode  de  B o oie,  qui  suppose  l’existence 
d’une  intégrale  générale  du  premier  ordre,  tandis  qu’une  telle  intégrale 
n’est  pas  toujours  possible,  lors  même  que  l’intégrale  finie  existe;  en 
second  lieu,  à cause  de  sa  plus  grande  clarté,  par  comparaison  avec 
la  partie  analogue  de  la  méthode  de  Monge,  dans  laquelle  l’équation 
transformée  (1)  se  partage  en  deux;  enfin,  en  troisième  lieu,  à cause 
de  la  forme  des  équations  auxquelles  se  ramène  l’intégration  de  (1). 
On  est  conduit  par  une  voie  naturelle  aux  intégrales  d’Ampère  par 
les  fonctions  arbitraires  des  arguments  a ou  nécessaires  pour  leur 
généralité;  car  elles  ne  renferment  que  les  dérivées  partielles  ou  les 
différentielles  par  rapport  à une  seule  des  variables  indépendantes,  x. 

Relativement  à la  seconde  des  trois  considérations  précédentes, 
il  faut  encore  remarquer  qu’ Ampère,  ayant  indiqué  avec  précision  , 
la  cause  pour  laquelle  l’équation  transformée  (1)  peut  être  partagée  en 
deux,  a expliqué  en  même  temps  de  quoi  dépend  la  possibilité  ou  l’impos- 
sibilité de  l’application  de  cette  même  méthode  à d’autres  équations, 
différentes  de  (1). 


89.  Prenons,  pour  cela,  l’équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 


F(x,  y,  Z,  z\  s", 

en  la  supposant  entière  et  rationnelle, 
n de  forme  différente  de  (1). 


du  moins  par  rapport  à s", 
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En  admettant  pour  cette  équation  l’existence  d’une  intégrale  gé- 
nérale finie,  et  prenant  l’argument  a de  l’une  des  deux  fonctions 
arbitraires  pour  variable  indépendante,  en  même  temps  que  x,  on 
obtiendra  pour  z'„  les  expressions  (3).  En  les  substituant  dans 
l’équation  proposée,  et  ordonnant  le  résultat  suivant  les  puissances 

ascendantes  de  ^ •’  on  obtiendra  une  équation  transformée , de  la 

forme 


da 

da 


da 

% 

• da 


+...  = ü. 


De  même  que  l’équation  proposée  sera  satisfaite  par  les  valeurs 
de  Z,  z',  Z,,  s",  2'^,  z,^,  tirées  de  l’intégrale,  en  supposant  que  les  vari- 
ables indépendantes  soient  x et  de  même  l’équation  transformée 
devra  être  satisfaite  par  les  valeurs  de  y,  z,  z\  z,^  déduites  des 
mêmes  équations  de  l’intégrale  dans  l’hypothèse  de  rc  et  de  « variables 
indépendantes.  Mais  l’équation  transformée  peut  se  changer  en  iden- 
tité de  deux  manières,  selon  que  les  dérivées  du  second  ordre  s",  z' 
z^^  seront  hétérogènes  ou  homogènes  à l’intégrale  par  rapport  à a. 

Dans  le  premier  cas,  le  rapport  ^contiendra  une  fonction  arbi- 
traire de  a qui  n’entrera  pas  dans  les  coefficients  P,  Q,  P, . . . , et 
ces  derniers  se  réduiront  d’eux-mêmes  à zéro.  Dans  le  second  cas, 

Sz  Sy 

les  mêmes  fonctions  arbitraires  entreront  tant  dans  le  rapport  ^ 

que  dans  les  coefficients;  par  suite,  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion transformée  pourra  se  réduire  à zéro,  sans  que  l’on  ait  les 

identités  P = 0,  Q = 0, Pour  juger  de  la  possibilité  du  premier 

cas,  il  faut  poser  les  équations 

P=0,  Q = 0,  P = 0, 


dz'  dz, 

puis  y remplacer  par  leurs  valeurs  respectives 

4-, 


après  quoi  elles  ne  contiendront  plus  que 

y?  ^ î ^ î /î  ®//5  g^* 


80 


Ch.  m.  § 12. 


90.  Si  l’on  obtient,  comme  résultats  de  l’élimination  de 

des  équations  équivalentes  entre  elles  et  à l’équation  proposée  F = 0, 
alors  l’hypothèse  de  z \ hétérogènes  à l’intégrale  par  rapport 

à a (quel  que  soit  celui  des  deux  arguments  que  l’on  représente 
par  a)  sera  vérifiée-,  dans  le  cas  contraire,  elle  ne  le  sera  pas. 
Dans  cette  élimination,  on  peut  généralement,  de  chacune  des  équations 


0,  Q = 0, 
dy 


R = 0. 


déduire  des  valeurs  de  et  les  suhitituer  dans  les  autres.  Mais, 

pour  se  borner  à la  seule  considération  de  celles  d’entre  elles  qui 
correspondent  réellement  aux  deux  arguments  cv,  |5  des  fonctions  ar- 
bitraires de  l’intégrale,  prises  successivement  pour  variables  indépen- 
dantes en  même  temps  que  a?,  il  faut  les  égaler  aux  valeurs  de 

^ obtenues  comme  solutions  de  l’équation  du  second  degré 


dz^^  dz'  jdx~^dz"\dx)  ' 


' 2^2 


0. 


En  y substituant  pour  z",  z\^  z^,  les  valeurs  (3),  il  vient 

dz, 

'dz\^  fdz'  ^ycz^ 


\0æ  / jdx  ^ \0aî  ) \3a3  'dx  dx  ) 


da 

dy 


+ 


dc£ 

L ' dx  dx  J dx_ 

—da  — 

= 0. 


En  égalant  à zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances  du 

dz.  dy  , , ,. 

rapport  nous  aurons  les  équations 


ou  bien  on  peut,  si  c’est  plus  simple  dans  le  cas  proposé,  prendre 
les  deux  racines  de  cette  équation  pour  les  substituer  dans 

P = 0,  Q = 0,  J?  = 0, . . . . 

91.  Four  éclaircir  ce  qui  précède,  considérons,  par  exemple, 
l’équation 


I 
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Æ = æ 


dx  \0æ  dxdx}\  ’ 

/?£'  I 

' dx  dx) 


= 0. 


En  vertu  de  la  première  de  ces  équations,  la  seconde  est  aussi 
satisfaite,  et  la  troisième  se  simplifie,  en  sorte  qu’il  suffit  de  consi- 
dérer les  deux  équations 


^ -0 
dx  ~ 


dz'\^  dy 
dx 


© 


0, 


lesquelles,  par  la  substitution  des  valeurs 


SI  _ , Sj/ 

dx  ^ ^ ^ dx' 


dx  ''^^"dx" 


prennent  la  forme 

Mais,  en  substituant  dans  la  seconde  de  ces  équations  la  valeur 


dy 


tirée  de  la  première,  elle  devient 


équation  équivalente  à la  proposée.  Par  suite,  la  valeur 

Sÿ  ^ © 

dx{a 

peut  correspondre,  dans  l’intégrale  finie  supposée,  à une  fonction 
arbitraire  d’un  argument  a,  par  rapport  auquel  les  dérivées  secondes 
z\  z' J,  z^^  sont  hétérogènes  à l’intégrale. 

Du  reste,  on  doit  encore  pouvoir  vérifier  que  cette  valeur  est 
racine  de  l’équation  du  second  degré 


^ dj^d_y  dj 

dz,~dz',dx'^dz"\dxj 
qui,  dans  le  cas  actuel,  est  de  la  forme 


6 
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dy 


Pour  cela,  en  divisant  son  premier  membre  par  + on  obtient  j 
pour  quotient 


1 kh 
\ 


et  pour  reste 


Ce  dernier  est  égal  à zéro,  en  vertu  de  Téquation  proposée;  par 


i 


Sy 


suite,  la  valeur  ^ = ■ — ^ est  effectivement  une  racine  de  l’équa-  ïj; 

tion  du  second  degré  ci-dessus.  Son  autre  racine  se  trouve  en  éga- 1* 
lant  le  quotient  à zéro,  et  résolvant  l’équation  obtenue  par  rapport  à J 
dy 


dx 


Il  vient  ainsi 


% 


if. 


dx{^  2x{z'*z^—z'  z^/ 


Cette  valeur  correspond  évidemment  à l’argument  /5,  qui  entre  sous® 
le  signe  d’une  fonction  arbitraire  dans  l’intégrale  générale  finie  sup-  | 
posée,  de  telle  sorte  que  toutes  les  dérivées  z\  z^^  z'\  z\^  z„  soient 
homogènes  à celle-ci  par  rapport  à |3. 


§ 13. 


^Pa 


92.  I)ans  le  § précédent,  nous  avons  vu  que  le  problème  de 
l’iutégration  de  l’équation 


(1) 


H^'-\~2Kz',^Lz„-\-M-^N{^*z,—z^;^)  = O 


se  ramène  à l’intégration  d’un  système  de  plusieurs  équations,  que, 
pour  abréger,  nous  pourrons  écrire  ainsi. 


(2) 


B:dy-^Ndz—KK±iG)dx  = O, 
Hdz'  + (^+  i/G)  dz,  -f  Mdx  = 0, 
dz  — z'  dx  — z^  dy  = 0. 


■ déri 
l’den 


Relativement  à ce  système,  examinons  d’abord  la  question  suivante  :_m,. J 
A quelles  conditions,  et  en  quel  nombre  peut -il  exister,  pour  les 
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équations  (2),  des  intégrales  de  la  forme  w = const.,  u étant  supposée 
une  fonction  de  æ,  y,  z' ^ Zj? 

Dans  les  équations  (2),  il  faut  prendre  partout  ou  les  signes 
supérieurs,  ou  les  signes  inférieurs  devant  VG]  on  a donc  deux  sy- 
stèmes d’équations  simultanées  incomplètes,  le  nombre  des  variables 
a?,  y,  Z,  z\  z^,  qui  entrent  dans  chacune  d’elles,  étant  plus  grand  de 
deux  unités  que  celui  des  équations.  On  peut  appeler  intégrale 
de  ces  systèmes  d’équations  difiérentielles  toute  fonction  u des  vari- 
ables a?,  y,  Z,  z’ ^ z^^  dont  la  différentielle  est  identiquement  égale  à 
zéro  en  vertu  des  équations  (2).  Or,  en  résolvant  les  équations  (2) 
par  rapport  à Js,  dz\  dz^^  on  trouve 


dz  = Z dx-\~ Z ^dy^ 
dz'  — 


N 


-Tjdx-\ dy, 


N 


k±Vg  h 

dz,  = ^ dx—  -dy, 


et,  en  substituant  ces  valeurs  de  dz^  dz',  dz,  dans  l’expression  de 
du,  il  vient 

[Su  , ,Su  Lëw  K±iGdu\ 

V8x  + " 

, (du  , du  , K'::^-VGdu  Hdu\ 

+ \dy  + 02  + N dz'  ~~  N dz,) 

Par  conséquent,  du  se  réduit  à zéro,  et  u -=  const.  est  une  intégrale 
des  équations  (2),  si  la  fonction  u satisfait  aux  équations  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  aux  dérivées  du  premier  ordre 


du  ,du  Ldit  G du 

dx'^  dz  Ndz'  ' N dz,  ’ 

du  du  K’^çy'Gdu  H du 

dy  02  + N dz'  N dz,~ 


93.  La  théorie  de  l’intégration  des  équations  simultanées  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  n’a  été  élucidée  que  dans  ces 
derniers  temps,  grâce  aux  travaux  de  Jacob  i,  de  B ou  r et  de  Boole^O, 


Une  esquisse  de  cette  théorie  a été  exposée  dans  ma-dîssertation  „Sur 
l’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.“  (Archiv 
d.  Math.  u.  Physik,  Bd.  L.,  S.  393  — 416,  §§.  23  — 25). 
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et  la  question  qui  nous  occupe  présente  une  occasion  d’appliquer 
cette  théorie. 


Pour  cela,  représentons,  pour  abréger  l’écriture,  les  deux  systèmes 
d’opérations 

— 4-2'  A _ 1.  I k±-Vg  a 

dz  Ndz'*  dzj’ 

1 1 ® 

By^'  ‘ 8z  Bz'  NBz^ 


respectivement  par  les  symboles  Vi  et  V2Î  moyen  desquels  les 
équations  (3)  prendront  la  forme 

Vi  = O,  V2  = 0. 


La  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux  équations  puissent  ad- 
mettre une  intégrale  commune  consiste,  comme  on  sait,  en  ce  que 
le  résultat  de  l’opération  Vi?  appliquée  à la  fonction  V2’^5  soit 
égal  au  résultat  de  l’opération  ^2?  appliquée  à la  fonction  c’est- 
à-dire,  que  l’on  ait 

Vi  V2  = V2  Viu. 


Or,  en  effectuant  les  opérations  indiquées,  on  trouve 

du 
dz 


îtia 

'V 


Vi  Vî  « - Vï  Vi  « - 

+(v.£dÿë+v.|)l5-(v.f+v.î*^)|- 


II 


D’après  cela,  il  est  clair  que  cette  condition  nécessaire  peut  être 
remplie  de  deux  manières:  lorsque,  dans  l’expression  précédente, 

3zù  Bîi  3zù 

les  coefficients  de  ^ se  réduisent  chacun  à zéro;  2^  lors- 

que, ces  coefficients  étant  différents  de  zéro,  aux  deux  équations 
«4  = 0,  V2  “ = ^ous  en  adjoindrons  une  troisième 

VlV2^  'V'2'V'l^  = 0, 

laquelle,  évidemment,  est  algébriquement  distincte  des  deux  premières  ; 

, 1 ^ . du  du 

car  elle  ne  contient  pas  les  derivees 

94.  Chacun  de  ces  deux  cas  doit  être  examiné  à part.  Oc- 
cupons-nous d’abord  du  premier,  où,  par  hypothèse,  ont  lieu  les  égalités 

g+yg_A'+yg 

N ' N 


/doi 


«,  V.Sÿ?+v.|-o, 


N 


O, 
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ou 


« = Vif+v4  = 0,  Vif+V.|=0  (*); 


les  équations  simultanées  considérées  prennent  alors  la  forme 


hu  du  . 


II  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  les  équations 
V2^  = O ont  trois  intégrales  communes,  de  la  forme 


= const.,  ^^2  = const,  % = const, 


et  en  même  temps  de  montrer  comment  se  trouvent  ces  intégrales. 

Pour  cela,  soient  v,  les  intégrales  distinctes  de  l’équation 

Vi^  = O,  lesquelles  doivent  être  au  nombre  de  trois.  Déterminons, 
de  plus,  une  fonction  F {y^  de  ces  trois  intégrales  et  de 

la  variable  qui  satisfasse  à la  seconde  des  équations  considérées 
V2F  =0.  Il  vient,  en  la  développant. 


8ÿ  +g^  V2>’+  V2  + g—  V2»2  = 0. 


Ici  on  a évidemment  V22/  I5  h ^st  facile  de  voir  que  les  quan- 
tités V2^5  V2^i5  V2^2  s’expriment  au  moyen  de  v,  ^1,^2  seulement. 
En  effet,  on  a identiquement,  pour  une  fonction  quelconque  w, 

V2  ^ ~ V2  ^ i 

donc  , en  faisant  successivement  u = v,  on  obtient  les  identités. 


Vl  (V2^)  = V2(Vi^)  = V2O  = 0, 
Vl(V2^l)  ~ ^2  (Vl^l)  ~ V2^  ~ ^5 
Vl  (V2'^2)  ~ V2(Vl'^2)  V2^  ^5 


qui  démontrent  que  V2^5  V2%5  V2^2  sont  des  intégrales  de  l’équa- 
tion = 0.  Mais  V2  représentent  toutes  les  intégrales 

distinctes  de  l’équation  Vi^==0;  par  suite,  V2^5  V2^iî  V2^2 
doivent  s’exprimer  au  moyen  de  i?,  ^ et,  si  ces  expressions  sont 

V2Î;  = f{y,  V2),  V2  ^1  ^1,  ^2)1  V2^’2  = A (^1  ^2^ 


(*)  Ces  conditions  ont  été  établies  par  B 00  le.  Voir  les  P h il  0 s o p h i ca  1 
Transactions,  1862,  T.  CLII,  Part  I,  p.  452. 
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on  aura  alors  l’équation 

ÔF  8F  , aF  , aF 

dy  + 8v  8»/*+  dv/^  “ 

Pour  cette  équation  on  trouve,  par  les  méthodes  connues,  trois  inté- 
grales distinctes,  de  la  forme 

const.,  U2  = ~ const, 

— Fs  (2/5  «^5  «^15  «^2)  = const., 

lesquelles  doivent  évidemment  être  des  intégrales  communes  des 
équations 

y'gît  =r  0. 

95.  Dans  l’exposition  précédente  de  la  méthode  d’intégration 

simultanée  des  équations  \/^u  = 0,  V2^  — 0?  échanger 

entre  eux  les  rôles  de  ces  deux  équations;  mais,  dans  tous  les  cas, 
il  faut  commencer  par  déterminer  trois  intégrales  distinctes  de  l’une 
d’elles.  Pour  cela,  concurremment  avec  les  méthodes  ordinaires,  on 
peut  encore,  faire  usage  du  procédé  que  Poisson  a découvert  pour 
les  équations  de  la  Dynamique;  car,  en  vertu  de  l’identité 

Vi  (\72^)  — ^72 

la  substitution  d’une  intégrale  de  l’une  quelconque  des  équations 
= 0,  V2  ^ = 0 dans  le  premier  membre  de  l’autre  doit  donner 
une  intégrale  de  la  première.  Le  succès  de  cette  méthode  tient  fina- 
lement à la  condition  que  cette  substitution  donne  des  intégrales 
distinctes  de  celles  que  l’on  substitue. 

96.  Indiquons  maintenant  comment,  des  trois  intégrales  obtenues 
ci  - dessus 

(4)  = a,  U2  — b,  u^  — c, 

où  a,  è,  c désignent  des  constantes  arbitraires,  on  peut  tirer  d’abord 
une  intégrale  particulière,  puis  l’intégrale  générale  de  l’équation  (1). 

Des  équations  (4)  on  tire,  pour  0,  z\  des  expressions  de  la 
forme 

(5)  » ==  (x){x,7/,a,b,c),  = a)i(a;,2/,a,è,c),  5;,  = cog  . 

De  la  méthode  même  de  calcul  des  intégrales  (4)  des  équations  (3) 
on  peut  déjà  conclure  que  les  expressions  (5)  de  z\  z,  doivent 
satisfaire  aux  équations  (2).  En  résolvant  celles-ci  par  rapport  à 
€lz^  dz\  dzj,  et  introduisant  la  condition  ér  = 0,  on  les  ramène  à 
la  forme  * 
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dz  — dx-\- Z fdy^ 


K 


(6) 


d^'  =.  — -j^dy. 


N 


dz, 


K H 
dx  — ~-rdy. 


N 


N 


Mais  cette  conclusion  est  tellement  importante,  que  nous  allons 
chercher  à en  donner  une  démonstration  directe.  Remarquons,  pour 
cela,  qu’une  fonction  entièrement  arbitraire  de  %,  que  nous 

désignerons  par  O (^^l,  U2,  u^),  doit  satisfaire  aux  équations  (3),  lors- 
qu’on la  substitue  à u,  puisque  l’on  a 


Ndz'  N dz, 


0®  ^ , 0®„  , 0®  „ 
^ ^ a<P  , 30  ^ K30  H30 

V2^  ~ +^y  + AT 


3y 


3z  ' N 3z' 
30 
H 


N3 


— a.,  V2%+0  V2«2+0„  V2«3l 


0® 

% 


et  que  les  quantités 


Vi 


Vl'^25 

S/2'^2^ 


V2«^3 


sont  égales  à zéro.  En  prenant  la  différentielle  de  la  fonction  0,  et 

30  30 

substituant  dans  son  expression  les  valeurs  de  -k-  et  de  tirées  des 

ox  oy 

égalités  Vi  ^ = O,  V2  ^ — C,  nous  aurons  l’égalité 

30  30  L K 

d.  0{u^,U2,u^)  — -^{dz—z'dx—z,dy)-\~-^{dz'-]--dx  ~ -dy) 


(7) 

dans  laquelle 


N 


30  3uj  ,30  3u2  I c'wa 
3u^  3z  ' 3u2  3z  ' 


30 

3uq  3z 


3z 

ao 

3z' 

^0 30  a?0]  . 30  3u2  , 30  3u^ 

3z,  3^l^^  3zj  3u2  3z,  ' a^03  a^^ 


30  a%  30  3u2  I 30  3u^ 
3u^^  3z'  ' az02  3z'  ' 3'u^  3z' 


Si  maintenant  on  remplace  z,  z\  z,^  par  leurs  valeurs  (5),  le 
premier  membre  de  l’égalité  (7)  se  réduira  à zéro,  puisque  24^,  112^ 
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0 %)  se  changeront  respectivement  en  a,  Z>,  c,  O (a,  b,  c); 

par  conséquent,  le  second  membre  de  l’égalité  (7)  devra  aussi  être 
égal  à zéro.  Mais  il  est  facile  de  remarquer  que  les  dérivées 
B0  S0 

-^9  ne  peuvent  être  identiquement  nulles,  et  il  suffit  de 

' dO 

le  faire  voir  en  détail  pour  une  de  ces  dérivées,  par  exemple,  pour 

En  effet,  les  trois  dérivées  ^ ne  peuvent  être  toutes 

nulles,  puisque,  si  elles  l’étaient,  on  ne  pourrait  des  équations  (4) 

0CD  d0  d0 


tirer  les  valeurs  (5)*,  leurs  multiplicateurs 


du^  du2^ 


par  la  sub- 


stitution des  valeurs  (5)  de  0,  0',  0^,  se  changent  en  des  constantes 
arbitraires.  Ainsi  le  second  membre  de  l’égalité  (7)  ne  devra  se 
réduire  à zéro  qu’en  vertu  de  ce  que  les  équations  (6)  se  changent 
en  identités  par  la  substitution  des  valeurs  de  0,  0',  0^. 

97.  D’après  cela,  on  a l’égalité 

cl(o  = œ^dx-\-  C02d^^ 

en  conséquence  de  laquelle  les  équations  (5)  'peuvent  être  rem^ 
placées  par  les  suivantes. 


co{x,y,a,b,c),  0'  = 


dcû 


En  substituant  ces  valeurs  de  0,  0',  0^  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions (6),  on  a les  égalités 


Sco  K H 


dx  jv""  ' jy 
qui  conduisent  encore  aux  trois  égalités  suivantes 


JV 


dx^ 


-]-L  — 0, 


(8) 


J.' 

8^0) 


+ 0. 

\ Oi/ 

Il  est  maintenant  facile  de  démontrer  que  l’intégrale  0 = 
0)  {x,y,a,b,c).  satisfaisant  aux  trois  équations  précédentes,  doit  nécessai- 
rement satisfaire  aussi  à l’équation  (1).  Pour  cela,  il  suffit  de  remar- 
quer que,  en  vertu  delà  condition  G = K^ — HL-\-MN  = 0,  l’équation 
(1)  peut  s’écrire  ainsi. 
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98.  Ainsi  nous  avons  déjà  une  intégrale  particulière  de  l’équa- 
tion (1),  renfermant  trois  constantes  arbitraires  a,  5,  c-,  cherchons  à 
en  tirer  l’intégrale  générale  de  la  même  équation,  renfermant  deux 
fonctions  arbitraires. 

Pour  cela,  remarquons  préalablement  que  les  arguments  a et  ^ 
des  deux  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale  générale  cherchée  doivent 
être  égaux;  car  on  a en  général,  pour  l’équation  (1), 


da 

_ 8ÿ 

^ cæ{a 
dy 


dx  _ 8y  K—Nz'—VG  . 
8y 


or,  dans  le  cas  actuel,  G = 0]  par  conséquent,  on  a 


da  dp  dadp 

f\  rj  ■ r\  f\  — Cl 

ex  cy  oy  ox  ’ 


a = p. 


99.  Démontrons  maintenant  la  proposition  suivante.  Soient  cp 
et  'ip  des  fonctions  arbitraires  ; substituons  «,  p(ci),  ijj  (a)  à la  place 
de  a,  5,  c dans  l’intégrale  2=-  co  (x,  «/,  et,  d,  c),  et  déterminons  la 
fonction  a par  la  condition  que  la  dérivée  de  la  fonction  co  par  rapport 
à a soit  égale  à zéro.  Les  deux  équations  ainsi  obtenues 

0 CO 

(9)  a = M [æ,ÿ,  a,  (p  (a),  ip  (a)],  = O 

représenteront  l’intégrale  générale  de  l’équation  (1). 


En  effet,  si  l’on  différentie  les  équations  (9)  par  rapport  à x 
et  à il  vient 


, dœ 

02(0  __ 

02û)  dcc 

' ^8i’ 

dadx 

dcc^  dx* 

dco 

02co  __ 

02(0  da 

dady 

da^  dy 

En  différentiant  encore  une  fois,  par  rapport  k x et  k y^  les  valeurs 
de  z'  et  de  on  aura 


,,  6^03  d^cù  dcc  d‘‘^co  d^co  l'da\^ 

dx^  dxda  dx  dx^  dcc^  ’ 

^ d^cû  d^co  dcc  d^cû  d^co  da  d^co 
” ^ dxdy^dxdady  dyda  dx  dxdy 

d^co  d^co  dcc  d^u)  d^co  /dcc\^ 
dy‘^~^dydady  dy‘‘^  dcc'^^  \^J// 


d^cj  dcc  dcc 
da^  dx  dij  * 
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Pour  s’assurer  de  la  vérité  du  théorème  énoncé,  il  suffit  de 
démontrer  que,  par  la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  s,  z', 
z\  z\^  on  satisfait  à l’équation  (1).  Posons,  pour  abréger, 

^ ^ r _ 

0^2  ^ 5 dxdy 


d^co 


hxdy 
da 


du 


et  désignons  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  par  F (z",  z z^^). 
Le  résultat  de  cette  substitution  prend,  d’après  le  théorème  de 
Taylor,  la  forme  suivante, 

F ((o"-\-qh\  u>',-\-qld,  (X>„-\-qP) 

eF  . 0F  ..  . 0F 


/ 0F  ■ 0F  0F  \ 
= F (0)",  m'„  (o„)+  {^,  h?-\.  hl  + py 


( 32F  32F  02F  02F 

+1  ^^+2  8^,-r 


Or  on  a 


+^3«^3a)/^  ôœ,;  r 


F((«",a)'„«J  = {Nm"-\-L)  {Nco,,-\-H)-{Nço\- K)\ 


3F  3F 

^ _ JSf{H+Nco,;),  = 2N{K-Nço\y 


3F 


3a). 


jV(L  + iVa)"): 


par  conséquent,  le  premier  et  le  second  terme  du  développement 
précédent  se  réduisent  à zéro,  en  vertu  des  équations  (8),  qui  doi- 
vent avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  a,  5,  c. 


Le  multiplicateur  de  s’évanouit  aussi;  car  toutes  les  dérivées 
du  second  ordre  de  F sont  égales  à zéro,  à l’exception  de 


32F 


3a)'/ 


= — 2iV,  et  de 


32F 


3a)"3a).. 


ou. 


deu 


qui  donnent  des  termes  égaux,  mais  de  signes  contraires. 


Le  théorème  étant  ainsi  démontré,  nous  avons  maintenant  une 
méthode  tout  à fait  régulière  pour  l’intégration  de  l’équation  (1), 
sous  les  conditions 


(10) 


G = 0, 


Vlf+V2'^=0,  V,f+V2f=0. 


N 


N 


N 


100.  Il  reste  à éclaircir  cette  exposition  théorique  par  un 
exemple  particulier.  Prenons,  pour  cela,  l’équation* 


équi 


et8( 
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Æ I 1 ^ - (i 

Vaaj+a^  + aa:V  \ “^  a^yV  - ^ 

ou,  avec  d’autres  notations, 

(.'+.,  + /')  (1+^.)  = 

Ici  les  conditions  (10)  sont  évidemment  satisfaites.  Formons  les 
deux  équations  simultanées 


du 


du 


dît  . du 


^ 


a^ 


dz'  ^ dz, 


du  du  du  du 

“ êÿ + & + s?  ~ 8^  = 

et  trouvons  toutes  les  intégrales  distinctes  de  la  seconde  de  ces 
équations.  En  prenant,  pour  cela,  le  système  d’équations 

dz 

dy  — — = dz  — dz^^ 
on  trouve  les  trois  intégrales  distinctes 

s 2 

= V2  = ^-\-Y' 

Cherchons  maintenant  une  fonction  F (x,  v,  V2) , qui  satisfasse 
à l’équation  Vi  F = 0.  En  développant  celle-ci,  on  trouve 


aF  ^ . aF  ^ , dF  ^ , dF  ^ 

Vi^i+g^  Vi«2  = 

Or  on  a 

Vl«  = 1,  S/j^V  = l — V,  Vl^l  — «^5  Vl«^2 

Donc  l’équation  précédente  prend  la  forme 


0. 


+ ê7(l-«)+(3^^  + 0^J®  = O. 


^ . aF 

dx 


Ses  trois  intégrales  distinctes  s’obtiendront  par  l’intégration  des 
équations 


dx 


dv 


dvt 


dv2 

V 


1 V V 

et  seront  ainsi  de  la  forme 

(1 — ■y)<3®  = «,  — v2  — h,  Vi-\-v  — x—c, 

«,  b,  c désignant  des  constantes  arbitraires.  En  substituant  les  valeurs 
de  ^2,  il  vient 
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{1  — z'  — 2:^)e*z=a, 


z,  = c, 


et  l’on  en  tire 


c-f-ic- 


z'  = 1 


'-^y 


Cette  dernière  équation  représente  une  intégrale  particulière  de  l’équa- 
tion proposée.  Elle  donne,  en  effet,  par  différentiation, 


?î_i 


ae' 


8h 


^—x+y- 

8h 


Bz 


Fy  = '^+*-2'’ 


0x2 


= ae 


dxdy 


-1  1 


8y- 


On  voit  par  là  d’abord  que  les  valeurs  trouvées  pour  z et  pour 
8z  ...  8z 


sont  identiques,  ainsi  que  celles  de  z,  et  de  g-;  en  second  lieu. 


que,  par  la  substitution  des  valeurs  des  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre  de  on  réduit  à zéro  les  expressions 


Z^  -\-Z,-\-z\  l~l~2y 


\—Z. 


et  par  suite  on  satisfait  à l’équation  proposée.  Il  s’ensuit  de  là,  en 
vertu  de  ce  qui  a été  démontré  plus  haut,  que  si,  dans  l’intégrale 
particulière  précédente,  deux  des  constantes  à,  c sont  considérées 
comme  des  fonctions  arbitraires  de  la  troisième,  et  qu’on  égale  à 
zéro  la  dérivée  partielle  de  « par  rapport  à cette  troisième  constante, 
les  deux  équations  ainsi  obtenues  formeront  l’intégrale  générale  de 
réquation  proposée.  En  faisant,  par  exemple, 


c = or,  b — cp  (or),  a = iff  (or), 

nous  représenterons  l’intégrale  générale  sous  la  forme  des  deux 
équations 


(ci-j-x—yy 


( O = qo'  (o:)-)-'i|^^  (or)e~*  — or  — X’^y-\-l. 


Il  est  aisé,  du  reste,  de  vérifier  le  résultat  précédent,  en  faisant 
voir  que  l’on  obtient  l’équation  proposée  en  éliminant  or,  (p{ci)  et 
xl)(a)  entre  les  deux  équations  précédentes.  De  la  seconde  de  ces 
équations  on  tire 


;D’ 
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da  {a.)e-^  da  1 

dcc  (p"  (a) -j-yj"  ((x)e~^  — g)"((x)-j- ifj"  (a)  e~^ — l’ 

d^où 

da 

f)'ï* 

dy 

En  différentiant  la  première  équation  de  l’intégrale,  il  vient 


, dz 

d^z  da  d'^is 


dx  dxdy 


i+- 

8x 


d'^z  da 

dy^  ^ ' dy^ 


d’où  l’on  tire 


da  d^z 
dx  dxdy 


da  «d^z 

dy  ~ 0^2  +1» 


dz  dz  d^z 

0a;  ' dy  0a:2 

— [1  + 1/;  («)e- =“]  = • 

dxdÿ 

D’après  cela,  la  troisième  des  équations  précédentes  prend  la  forme 
dxdi/  dx~^dy^dx^^ 

di  ^ 02/  ' , 

07/2  ' dxdy 

ou 

/^2^__  y_/0«  ^ \ 

\0a;07/  / \0a:  ' 0^  dx^J  \dy^  i 1 j ’ 

et  cette  dernière  équation  est  identique  avec  la  proposée. 


101.  Remarque  I.  — Les  conditions 

V,§-hV,§  = 0,  v,§  + V^§=0, 

qui,  jointes  à la  condition  G = 0,  assurent  le  succès  de  l’intégration 
de  l’équation  (1)  d’après  la  méthode  précédente,  peuvent  s’exprimer 
très-simplement.  Pour  cela,  remarquons  que,  pour  G = 0,  l’appli- 
cation de  la  méthode  précédente  est  encore  assujettie  à la  condition 
de  possibilité  d’une  seule  et  meme  intégrale  particulière  pour  les 
trois  équations 
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s',— - = 0, 

ce  qui  exige,  relativement  aux  coefficients  L,  N,  deux  condi- 

tions, qui  doivent  nécessairement  être  équivalentes  aux  précédentes. 
En  effet,  ces  équations  donnent 


Nous  indiquons  ici  par  un  point  (.),  placé  après  le  signe  Ô,  qu’il 
faut  différentier  par  rapport  à a?  et  à non-seulement  en  tant  que 
ces  variables  entrent  explicitement,  mais  encore  en  tant  qu’elles 
entrent  par  le  moyen  de  0,  0',  z,.  En  effectuant  ces  opérations,  et 
remplaçant  z\  0'^,  0^^  par  leurs  valeurs,  il  vient 


dx  dx  ' dz  N dz'  ' N dzj  N 

et  de  même 

dy  ^ N dy  ^ N dx  N 

Par  conséquent,  les  conditions  (10)  peuvent  se  représenter  plus  sim- 
plement comme  il  suit. 


6^  = 0, 


a. 


N 


8x 


dy 


-0, 


K 

N 


a. 


H 

N 


dy 


dx 


0. 


102.  Remarque  JL  — Ha  été  démontré  ci-dessus  que  l’équa- 
tion (1),  sous  les  conditions  (10),  a une  intégrale  générale  de  la  forme 


0 0} 

0 = (o[_x,y,  a,  cp  («),  (a)],  = 0. 


La  proposition  réciproque  est  également  vraie,  savoir,  qu’à  toute 
intégrale  de  la  forme  précédente  correspond  une  équation  différen- 
tielle de  la  forme  (1),  satisfaisant  aux  conditions  (10).  En  effet,  en 
différentiant  la  première  des  équations  précédentes,  et  ayant  égard 
à la  seconde,  il  vient 
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aco  a.wao!  a» 
8x  aa  a^c  8x* 

fl  — 

8^(0  J ' 8x  8a 

Z 

a»  8.(0  8a 

8y  ' 8a  8y 

fl  -- 

8^(0  1 ' 8y  8a 

8x^  ' 8a  8x^ 

'^éi 

8y'^  ' 8a  8y 

a — 

8^(0  ' 8x  8a 

8^(0 

fl  — 

' 8y  8a 

8y8x  ' 8a  8y 

8x8y 

' 8a  8x' 

Ici  il  convient  d’introduire  la  transformation  des  expressions 
précédentes  de  s",  que  nous  avons  déjà  employée  plus  haut, 

mais  sans  explication.  En  ayant  égard  à la  signification  du  point 
placé  après  le  signe  d,  on  a 


d.co 

dct 


8(0  8a>  , , ^ , fita  , , ^ 

8^  + 8^<P  («). 


8'tjj 


8. 


8.(0 

8ci 


8x 


8a 


8^(0 

8x8a 


8^(0 

8x81!^ 


8^(0  a^û)  , , . , 8^(0 

8a8x  8g)8x  ^ ' 8’iIj8x  ^ 


et,  en  différentiant  par  rapport  à a:  la  seconde  équation  de  l’inté- 
grale, il  vient 

'8a a.^co  a^  ^ 

8x  8a^  8x  ’ 

par  conséquent, 

' 8x  _ 8a 8.^(0  8a 

8 a 8x  8a^  8x' 

On  trouve  de  même 

' 8y  8a  8^.(0  8a 

8a  8y  a^^  8y 


Nous  aurons,  d’après  cela, 


8^(0 

8^.(0  /a 

a^w 

a^.cü  /c 

la\^ 

8x^ 

8a'^  \a 

|(N 

las 

il 

a^^  va 

8^(0 

8^.(0  8a  8a 



Z y 

8x8y 

8a^  8x  8y* 
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da  da 

En  éliminant  entre  ces  équations  ^ trouve  l’équation 

Enfin,  à l’aide  des  équations 

00) 


Z = (a. 


00) 

0^" 


dy 


nous  pourrons  exprimer  o;,  (p(a),  'ip(ci)  au  moyen  de  x,  y,  s, 
et  substituer  ces  valeurs  dans  les  fonctions 

0^0)  0^0)  02^ 

0£c^’  02/^*  dxdy* 

après  quoi  ces  dernières  prendront  une  forme  que  nous  pourrons 
représenter  par 

Z H K 

~~  N*  ~ N"  N’ 

et  l’équation  précédente  s’écrira  ainsi 

('-+ s (•..+!) -(-.-i)’ 

c^est-à-dire  que  nous  aurons  une  équation  de  la  forme  (1).  On  voit 
qu’elle  satisfait  à la  condition  (10)  par  la  raison  que,  en  vertu  de  la 


L 

iV’ 


H K 
N"  N 


5 ceux-ci  doivent  véri- 


provenance  des  coefficients 
fier  les  égalités 

dy  ^ 


dx 


dx 


dy 


lesquelles,  comme  on  l’a  démontré  plus  haut,  se  ramènent  aux  suivantes. 


K 


Vl  7V7“f“  V2  AT 


V.f+v.t=  0. 


L’égalité  G = 0 résulte  de  la  forme  même  de  l’équation. 

Au  point  de  vue  géométrique,  lorsque  æ,  y,  z sont  les  coor- 
données des  points  d’une  surface,  les  deux  équations  de  l’intégrale 
générale 

B CO 

Z = w[a:,2/,«,q?(0!),'i/)(«)]  = 0,  ^ = 0, 
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représentent  une  surface  enveloppant  une  série  • de  surfaces  données 
par  l’équation  intégrale  particulière 

2 ==  (ù{x,y,a,b,c), 

lorsqu’on  y fait  varier  d’une  manière  continue  les  trois  paramètres 
a,  è,  c,  en  les  liant  par  deux  relations  arbitraires 

b = (p(a),  c = 'i\}{a). 

Par  suite,  l’équation  (1),  sous  les  conditions  (10),  représente  l’équa- 
tion dilîérentielle  commune  à ces  surfaces  enveloppantes. 


§.  14. 

103.  Après  avoir  montré  de  quelle  manière  on  intègre  l’équa- 
tion (1)  du  §.  précédent,  lorsque  les  trois  quantités 


H Vg'  l 

Vi^+V2  V2;^+Vi 


kT-\^g 


N 


N 


Q, 


2yG 

■ N 


se  réduisent  à zéro,  passons  maintenant  à la  considération  des  autres 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Si  P,  Q,  E sont  différents  de  zéro,  alors  les  deux  équations 


du  du 

eï' 

du  du 


P+Vg  du 
N 

Vg  du  H du 


= 0, 


N 


dz  N dzj  ^ 


ne  peuvent  admettre  une  intégrale  commune  que  dans  le  cas  où  a 
lieu  en  même  temps  la  troisième  équation 

r— . ^ ^ du  , ^dii,  ^ du 

En  admettant  l’existence  de  cette  dernière,  examinons  à quelles 
conditions  et  en  quel  nombre  il  peut  y avoir  des  intégrales  satisfai- 
sant à la  fois  aux  trois  équations  précédentes.  Ahn  de  résoudre  ces 
deux  questions  aussi  simplement  que  possible,  ramenons  au  nombre 
minimum  les  dérivées  partielles  dans  chaque  équation.  Pour  cela, 
entre  les  deux  premières  équations  éliminons,  à l’aide  de  la  troisième, 
1 w • ' du  du  du 

une  des  derivees  Si  I on  suppose  R dihcrent  de  zéro. 


7 
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du 


et  qu’on  élimine  ainsi  on  ramènera  les  trois  équations  consi- 1 
dérées  à la  forme 


du  . du  , du 


V"< 


|+4+z,|i  = 0, 


dz, 


^ “ =“8;+-®ë;'+-^8ï:=‘^’ 


où  les  nouveaux  symboles  introduits  sont  déterminés 

par  les  formules 


V'  = Vl-^V3,  V"  = ^2- 


E 


^35 


V"'  = ^\73 


les  expressions  des  coefficients  A,  B, Fm  moyen  des  coefficients 
des  équations  précédentes  étant  faciles  à obtenir.  Les  conditions 
nécessaires  pour  que,  aux  trois  équations  ^'«^  = 0,  ^"u  = 0, 

appartienne  une  intégrale  commune  consistent  en  ce  que 
les  résultats  des  opérations 


soient  respectivement  égaux  aux  suivants, 

Or  chacune  des  expressions 

V'  V"  V'  \7"' 

est  de  la  forme 


du  , du 

^ê?+ 


c’est-à-dire  qu’elle  est  linéaire  et  homogène  par  rapport  seulement 
du  du 


aux  deux  dérivées 


dz'^  dz/ 


Par  suite,  ces  expressions  peuvent  s’an- 


du 


nuler  de  deux  manières: 

1®.  Ou  parce  que  les  coefficients  de  ^ et  de 
séparément  dans  les  trois  expressions; 


du 


s’annulent 


dzô  du 

2^.  Ou,  si  les  coefficients  de 


sati 


,7' 


OBJ 


les  trois  expressions,  parce  que  l’on  égale  à zéro  des  expressions  qui 


/ 
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ne  s’annulent  par  d’elles-mêmes,  et  qu’ainsi  aux  trois  équations  données 
on  en  joint  de  nouvelles,  algébriquement  différentes  des  équations 

du  du  du 

données,  puisqu’elles  ne  contiennent  pas  les  dérivées  gj* 

104.  Considérons  à part  chacun  de  ces  deux  cas,  et  occupons- 
nous  d’abord  du  premier,  dans  lequel  on  a,  par  hypothèse,  les  trois 
identités 

Il  est  aisé  de  faire  voir  que,  dans  ce  cas,  les  trois  équations  simultanées 

doivent  avoir  deux  intégrales  communes. 

Pour  cela,  en  intégrant  complètement  l’une  d’entre  elles,  par 
exemple  la  première 

du  , du  , ^du  ^ 

^ » = g^  + ^g^7+iîg^  - O, 

nons  trouverons  seulement  deux  intégrales  distinctes  de  cette  équation, 
ü = const.,  ==  const. 

Ensuite,  la  recherche  de  l’intégrale 

F(2/,  V,  Vj)  = const., 

satisfaisant  aux  deux  premières  équations,  conduit  à l’équation 


0F f.  , 0F f.  . 0F .. 

^ ^ ^ dÿ^  + ^ + '^1 


dv^ 


0, 


où  l’on  a ^"^==1,  et  où  les  quantités  s’expriment  au 

moyen  des  seules  variables  v,  puisque,  en  vertu  des  identités 

==  ^"0  = 0,  V'  = ^"0  = 0, 

et  sont  des  intégrales  des  l’équation  ^'u  = 0.  En 

posant  donc 

^f(v,  Vi),  =/i  (v,  t’i), 

on  aura,  pour  déterminer  la  fonctions  F,  l’équation 

0F  , 0F  , , , 0F  , , 

% + eïT,  (*’> 

dont  l’intégration  complète  fournit  les  deux  intégrales  distinces 
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w = F(^,  V,  v^)  = const.,  — Fi(^, -y,  — const 

Enfin,  la  recherche  de  l’intégrale 

0 (z,  W,  Wj)  = const., 

satisfaisant  à la  fois  aux  trois  équations  données,  conduit  à l’équation 


dQ  dQ  dO 

V'"  = 07  + 07  ^"'»+ 07; 


dw 


dans  laquelle  ^"'z  = 1,  et  les  quantités  ^'"w,  s’expriment 

au  moyen  de  w et  de  puisque,  en  vertu  des  identités 

V' ^ = V'"o  = 0,  V V"S  = y"'  0 0, 

et  sont  des  intégrales  de  l’équation  ^"’u  = 0.  Donc, 

en  posant 

— (p  {w,  w^),  ^'"wi  = qp^  (w,  M?i), 


on  aura,  pour  déterminer  la  fonction  Q,  l’équation 
dQ  . d0  . . . 00 


0*  %) 


0, 


dont  l’intégration  complète  fournit  les  deux  intégrales  distinctes 
(zj  ^y,  Wj)  — const.,  U2  = 02  ^5  ^i)  ~ const., 

satisfaisant  aux  trois  équations  simultanées 

^'u  = 0,  ^"u  = 0,  ^'"u  = 0. 


Il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  intégrales  satisfont  aussi  aux 
trois  équations 


puisque  l’on  a 

= B V2  «*  = V"  y" 


^^u  — 0, 


^^u  = \J'u+z^^' 


et  que  les  seconds  membres  de  ces  dernières  égalités  s’annulent, 
lorsqu’on  y remplace  u par  % ou  par  «ig- 


105.  Ainsi,  pour  déterminer  les  deux  intégrales  qui  satisfont 
aux  trois  équations  simultanées  = 0,  0,  ^'"21  = 0,  il 

faut  commencer  par  intégrer  complètement  l’une  des  trois  équations, 
c’est-à-dire  par  déterminer  deux  intégrales  distinctes  de  cette  équa- 
tion. Mais  on  peut  quelquefois  se  borner  à la  détermination  d’une 
de  ces  deux  intégrales-,  car  la  substitution  d’une  intégrale  de  l’une 
des  trois  équations  = 0,  u = 0,  n = 0 dans  les 


î 
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premiers  membres  des  deux  autres  doit  donner  des  intégrales  de  la 
première.  En  effet,  si  = const.  est  une  intégrale  de  l’équation 
les  identités 

^ ^ y y r ^ _ 0,  y'"  -=  V'"  V'  ^ = 0 

font  voir  que  = const.  et  = const.  sont  aussi  des  inté- 
grales de  l’équation  ^'u  = 0,  et  il  suffit  que  l’une  d’elles  soit  dis- 
tincte de  l’intégrale  v = const.,  pour  que  cette  méthode  puisse  sim- 
plifier la  solution  du  problème  de  l’intégration  simultanée  des  équations 
= 0,  \J"u  = 0, 

106.  D’après  ce  que  nous  avons  vu,  pour  que  l’on  puisse  déter- 
miner par  la  méthode  précédente  deux  intégrales  satisfaisant  aux 
trois  équations  simultanées 

trois  conditions  sont  nécessaires,  lesquelles  sont  exprimées  par 
les  égalités 

V'  V'^  = 0,  - y" 

qui  doivent  avoir  lieu  pour  toute  fonction  u.  Mais  il  est  facile  de 
voir  que  deux  de  ces  conditions  sont  suffisantes,  la  troisième 
étant  une  conséquence  des  deux  autres,  en  vertu  d’une  relation  très- 
simple  qui  existe  entre  les  premiers  membres  de  ces  équations  de 
condition.  Cette  relation  est  exprimée  par  l’égalité 

(V'  “ y' V'  + V'  u) 

qui  a lieu  pour  toute  fonction  u. 

Comme  cette  égalité  ne  dépend  que  des  propriétés  des  symboles 
est  complètement  indépendante  de  la  valeur  de  la 
fonction  représentée  par  la  lettre  on  pourra  faire  abstraction  de 
celle-ci,  et  alors  le  théorème  à démontrer  s’exprimera  symboliquement 
de  la  manière  suivante: 

(W"-V'V0+^;  (\7V"'  - 

Pour  les  démontrer,  rappelons-nous  que  \7",  s’expriment 
au  moyen  de  ^2?  ^3?  comme  il  suit, 


= V-.  - 7;  Va,  = 7 ^3, 
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et  que,  de  plus, 

Vs— Vl^2  ^2^1- 

En  vertu  de  ces  définitions,  on  obtient  facilement  les  égalités 
symboliques  suivantes  (qu’il  est  d’ailleurs  facile  de  changer  en  égalités 
ordinaires,  en  rétablissant  sous  les  signes  d’opérations  la  fonction 
qu’on  a omise), 

= - (^4)  + Ô + i (^3  I)  - I (^3  i)]  V3 


- i (VlV3-^3^l)+^{^2^3-^3^2), 

= I V,-^3Vl)+[(y4)-l(^3i)+ i (^sg]  ^3, 


= |(^3^3-V8V3)+  [(^3^-1  (Vsÿ+I  (V3ÿ]V3. 

Ajoutant  ces  trois  égalités,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
la  troisième  par  — z\  et  effectué  des  réductions  évidentes,  il  vient 


(V'  V')+^/  (V'  V'"-  V'"-  V'"  V") 

_ig— \7ig,+\72.s’ 

R 

Or 


R — 


±2Vg 


N 


donc 

-R  — ^l^/  + ^2«'=0, 

et  par  suite 

(S7'  y"  \7"'  - (^"  V'"  - V'''  = O ; 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 


107.  Passons  maintenant  aux  autres  cas  qui  peuvent  se  présenter 
dans  l’intégration  des  équations 
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^'u  = 0,  = ^'"u  = 0. 

Ces  cas  sont  au  nombre  de  deux: 

(a)  Lorsqu’aucune  des  expressions 

v7'  V"  - V"  V'  V'  ^ ^ ^ 

ne  se  réduit  identiquement  à zéro  ; 

(b)  Lorsqu’une  de  ces  expressions  se  réduit  identiquement  à zéro. 

Comme,  dans  chacun  de  ces  cas,  ces  trois  expressions  doivent 
être  égales  à zéro  pour  que  les  trois  équations  = 0,  = O, 

^"'u  = 0 puissent  admettre  une  intégrale  commune,  il  suffira  alors 
dans  le  cas  (a),  en  vertu  du  théorème  démontré,  d’égaler  deux 
d’entre  elles  à zéro.  Ainsi  aux  trois  équations  proposées  on  joindra 
encore  ces  deux-ci, 


du 

^87+^01; 


du  du 

0,  + =0. 


Si  ces  dernières  sont  algébriquement  distinctes,  on  aura,  en 

même  temps  que  les  équations  proposées,  cinq  équations  linéaires 

, du  du  du  du  du 
et  homogènes  par  rapport  aux  cinq  derivees 

De  ces  équations  on  ne  peut  tirer  qu’une  seule  conclusion,  savoir, 
que  l’on  a 

^ du n A 

àÿ  ^ aï  ^ a?  ^ aï;  ^ 


--0 

eæ 


ce  qui  montre  que,  aux  trois  équations  proposées,  et  par  suite  aussi 
aux  équations 

^iU  = 0,  ^2^  = 0,  = 0, 

on  ne  peut  satisfaire  que  par  la  substitution  d’une  quantité  con- 
stante au  lieu  de  u. 

Si  les  équations 


du  dit 

^W+^87. 


0, 


du 

^1 


du 


= 0 


ne  sont  pas  algébriquement  distinctes,  il  suffira  de  joindre  l’une 
d’entre  elles  aux  équations  proposées.  Le  reste  de  l’analyse  sera 
identique  à ce  que  nous  allons  maintenant  expliquer  pour  le  cas  (b). 

108.  Dans  ce  dernier  cas,  une  des  trois  expressions 

W"**  - V' V'^^  \7' V'"*^  - 
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se  réduit,  par  hypothèse,  identiquement  à zéro.  Par  conséquent,  en 
vertu  du  théorème  démontré  (art.  106),  il  suffira  d’égaler  à zéro  une 
des  deux  expressions  qui  ne  s’évanouissent  pas.  On  obtient  ainsi  un 
système  d’équations  de  la  forme 

du  , .du  , du 


du  . du  . dih 


dz, 


ft,  du  . ^ du  . ^du 


x7'"V  = s^  + r| 


0, 


du  du 


lesquelles,  par  l’élimination  de  l’une  des  dérivées  ^ entre  les 

trois  premières  au  moyen  de  la  quatrième,  se  changent  dans  les 
suivantes, 

du  du 

du  du 

du  . du 

du  du 

A4«=  §7+^*0^  = 0, 


OÙ  l’on  a posé 


s 


A4  = ^V"", 


a,  è,  c,  d s’exprimant  d’une  manière  connue  au  moyen  des  coefficients 
des  équations  précédentes. 

Le  dernier  système  d’équations  n’admet  une  intégrale  commune 
que  dans  les  cas  seulement  où  l’on  a identiquement  les  égalités 

ù^iù^iu  = lSk/\iu, 

pour  toute  fonction  u,  et  pour  toutes  les  valeurs  diftérentes  de  i et 
de  /c,  prises  dans  la  suite  des  nombres  1,  2,  3,  4. 
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Dans  le  cas  contraire,  évidemment,  il  n’est  possible  de  satisfaire 
simultanément  ni  aux  quatre  équations  considérées,  ni  aux  équations 
d’où  elles  sont  déduites.  Or  toutes  ces  équations  ont  pour  origine 
commune  les  deux  équations  primitives  \7iî^  = 0,  donc 

celles-ci,  dans  ce  cas,  n’admettent  pas  non  plus  d’intégrale  commune. 

Si  la  condition  /^i/C\jcu  = /\ic/\iu  est  satisfaite,  comme  on  l’a 
exigé  ci-dessus,  la  méthode  pour  la  détermination  d’une  intégrale 
unique,  commune  aux  quatre  équations 

= 0,  /\2l0  = 0,  = 0,  = 0 

sera  encore  absolument  la  même  que  celle  qui  a été  exposée  en 
détail  à propos  de  l’intégration  des  systèmes  précédents.  Il  nous 
suffira  donc  d’en  indiquer  brièvement  l’application. 

109.  Commençons  par  déterminer  l’intégrale  de  l’une  des  équa- 
tions précédentes,  de  la  première,  par  exemple  ; on  l’obtient  au  moyen 
de  l’équation 

adx  — dz^  — 0, 

entre  les  deux  variables  x et  «/,  soit  « = const.  cette  intégrale.  En 
cherchant  l’intégrale 


w — Y {y^v)  = const., 

qui  satisfait  à la  première  équation  et  à la  seconde,  on  arrive  à une 
équation  de  la  forme 

. dw  ^ hw  , . 


f{v)  étant  une  fonction  connue.  Par  suite,  l’intégrale  cherchée  s’ob- 
tient au  moyen  d’une  quadrature. 


= const. 


Pour  trouver  l’intégrale 

t = 0{z^w)  = const.. 


satisfaisant  aux  trois  premières  équations,  on  est  conduit  à une  équa- 
tion de  la  forme 

dt  dt 

g){w)  étant  une  fonction  connue,  et  l’intégrale  cherchée  s’exprime  au 
moyen  d’une  quadrature 
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dw 

(w) 


const. 


Enfin,  la  détermination  de  Tintégrale 

u^  = ==  const., 

satisfaisant  à la  fois  aux  quatre  équations,  conduit  à l’équation 


. du.  , du. 

A4«i  = g7+ 0, 


'ip(t)  étant  une  fonction  connue;  et  l’intégrale  cherchée  s’exprime 
encore  au  moyen  d’une  quadrature, 


Cette  dernière  intégrale  satisfait  également  aux  deux  équations 
simultanées 

\7i«  = o,  V2“  — 0, 

puisque  l’on  a 
et 

et  que  les  valeurs  de  Ai^?  A2^5  As^î  Aé^  doivent  se  réduire  à 
zéro  par  la  substitution  de  à la  place  de  u. 


§.  15. 

110.  Dans  les  deux  paragraphes  précédents,  nous  avons  exposé 
une  méthode  pour  déterminer  toutes  les  intégrales  possibles  des  deux 
systèmes  incomplets  d’équations 


Hdy + m^,  — (K±  y G)  = 0, 

Hdz'+K::çVG)ds,+Mdx  = 0, 
dz  —z^dx  — Z,  dy  — 0, 

dont  l’un  correspond  aux  signes  supérieurs,  l’autre  aux  signes  infé- 
rieurs du  radical  ‘^G. 

Dans  l’exposition  de  cette  méthode,  on  a ou  en  vue  moins  les 
formules  générales  que  les  procédés  généraux  pour  une  telle  recherche. 
En  conséquence,  on  n’a  pas  mentionné  les  cas  où,  par  exemple,  les 


Al 

va; 

liei 

mil 


l’iii 


p. 
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coefficients  iV,  i?,  etc.,  qui  entrent  en  dénominateurs  dans  nos  équa- 
tions, se  réduisent  à zéro;  en  effet,  les  variables  x,  y,  z,  z\  z^  jouent 
dans  ces  équations,  des  rôles  identiques,  et  l’on  peut  toujours  prendre 
l’une  d’elles  à la  place  de  l’autre,  pour  éviter  les  difficultés  en  question. 

111.  Après  nous  être  assurés,  de  cette  manière,  que  le  nombre 
des  intégrales  de  chacun  des  deux  systèmes  d’équations  ci-dessus  peut 
varier  de  trois  à zéro  inclusivement,  nous  allons  maintenant  supposer 
que  différentes  combinaisons  de  ces  nombres  d’intégrales  sont  possi- 
bles en  même  temps  pour  l’un  et  l’autre  système  d’équations,  et  nous 
allons  chercher  comment,  dans  chaque  cas,  on  peut  obtenir  l’intégrale 
générale  finie  de  l’équation 

(1)  H^*~^^Kz\-\-Lz„^M^N{z''z^—z^;^)  = 0. 

Le  plus  simple  de  ces  cas,  celui  où  les  deux  systèmes  d’équations 
ont  chacun  trois  intégrales,  et  où,  en  vertu  de  la  condition  (7=0, 
leur  différence  s’évanouit,  a été  déjà  étudié  complètement  dans  le  §. 
précédent;  nous  allons  passer  tout  à l’heure  à l’examen  des  autres 
cas.  Mais  il  est  maintenant  à propos  de  compléter  la  remarque 
faite  plus  haut,  que,  dans  les  deux  systèmes  d’équations  considérés, 
les  variables  a?,  jouent  des  rôles  identiques.  Pour  cela, 

nous  allons  démontrer  que,  dans  l’équation  (1)  elle-même,  on  peut, 
au  lieu  des  variables  indépendantes  x et  y,  introduire  successivement 
s'  et  z^^  X et  y et  s',  et  choisir  chaque  fois  la  variable  dépendante 
de  manière  que  le  type  général  de  l’équation  transformée  ne  soit 
pas  altéré  . 

112.  La  première  de  ces  transformations,  indiqueé  par  Legendre  (*), 
peut  se  présenter  comme  il  suit.  Supposons  que  les  expressions  de 
z\  Z,  en  fonction  de  œ et  de  ^ soient 

z^f{x,y\  = = 

les  seconds  membres  de  ces  équations  doivent  satisfaire  aux  conditions 


Au  moyen  des  équations  s'  = qp,  on  peut  introduLce  comme 

variables  indépendantes  z'  et  z^  au  lieu  de  x et  de  y.  De  plus,  au 
lieu  de  la  variable  dépendante  2,  introduisons  la  variable  déter- 
minée par  l’équation 


(*)  Histoire  de  l’Académie  des  Sciences,  1787.  Mémoire  sur 
l’intégration  de  quelques  équations  aux  différences  partielles,  par  Le  Gendre, 
p.  314. 
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w — xz'-\-yz^  — s. 

En  différentiant  w successivement  par  rapport  aux  variables  indépen- 


il  vient 

Bw  / , 

Bz\ 

1 Bx 

+( 

( 05!  N 

07  = *+ V 

Bx) 

'â7 

i 

Bw  ( 

Bz^ 

1 Bx 

( 0a> 

k B l! 

0ï;=^+V 

BxJ 

+1 

)07; 

En  vertu  des  conditions  ^ ^ coefficients  de 


dÿ  Bÿ 


^ dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  s’annulent,  et 
l’on  a simplement 

Bw  dw 

De  plus,  en  différentiant  par  rapport  à z'  et  à les  équations 
z'  = q)^  Zj  = 'ijj,  on  trouve 


B(pBx  BcpBy 

O 

11 

ri-T 

+ 

B(pBx  . Bq)  By 

BipBx  . 
Bx  Bzj 

Mais,  en  ayant  égard  aux  relations 


d'w  dw  dcp 

* = 07’  2'  = 07  


Bg) Bip 

By  Bx 

on  peut  écrire  les  équations  précédentes  sous  la  forme 


Bx  ^ By  Bx  ^ 


Bip 

By 


1 1 ^ 

'8/8^/ 

ü Z n /r  “T  ^ 2' 


, B^W  . B^W 
^=^'072  + "'"  0702/ 


02'02, 


02/’ 


1 = 


On  tire  de  là 
B^w 


z"  B^w 

â/2  - z"z,,^z'y  Bz'Bz, 

B^w  B^w 


B^w 


' Bz'Bz,  ^ Bz/ 


B^w 


w / B'^z  Y 1 

^ XBz'BzJ  Z, ^--z' y 

Par  conséquent,  si  dans  les  coefficients  de  l’équation  (1)  on  remplace 

y,  « 
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respectivement  par 


dw  dw  dw  dw 


dz' 


dz^ 


et  qu’on  la  divise  par  z"  z^, — z'  alors,  en  vertu  des  égalités  précé- 
dentes, elle  prendra  la  forme 


d'^w 


dz'dz. 


d^w 

^^872  + ^+^ 


d^w  d^w  \2 

dz'^  ’ dz/[‘  \8z'dzJ  _ 


= 0. 


Ayant  obtenu,  par  l’intégration  de  cette  équation,  la  valeur  de  w en 
fonction  de  z et  de  z^^  on  pourra  tirer  des  équations 


8w 

0? 


dw 


Z — W 


les  expressions  de  z',  z^,  z au  moyen  des  variables  æ et  y. 

113.  Ampère(*)  a démontré  la  possibilité  de  deux  autres  trans- 
formations, analogues  à celle  de  Legendre.  Pour  la  première  trans- 
formation, on  peut  supposer  que,  au  moyen  des  trois  équations 

on  ait  exprimé  y en  fonction  de  x et  de  z^.  Introduisons,  de  plus, 
au  lieu  de  la  variable  dépendante  «?,  déterminée  par  l’équation 

v = z—z,y. 

En  différentiant  v successivement  par  rapport  aux  variables  in- 
dépendantes X et  z,,  il  vient 


dv 


>jl(^  h — (h  W 

' W ^ydx*  dzj  \0?/  ^^jdz, 


df  d d 

En  vertu  de  la  condition  ô-  = iP,  les  coefficients  de  et  de  » 

oy  ox  czj 

dans  les  seconds  membres  des  équations  précédentes , s’annulent, 

et  ü vient 

dv  , dv 


dx 


dz, 


— y- 


De  plus,  en  différentiant  par  rapport  k x et  h Zj  les  équations  z'  = <p, 
Zj  ==  ijj,  nous  aurons 


dz'  dcp  , d(p  dy 
dx  dx  dy  dx’ 


0 — ^ 
dx  dy  dx’ 


^ __^d  y 
~ ^y  dz/ 


(*)  Journal  de  l’École  Polytechnique,  XVIUo  Cahier,  p.  90. 
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On  tire  de  là 


02î7 


dz/^ 


dxdz,  z^/'  dx^ 


z"z  —2^  2 

,V  ^ J 


et 


d'^V  / 8^V  \2  z" 

dx^*8z^^  \8x8zJ  z^/ 


Par  conséquent,  si  Ton  remplace,  dans  les  coefficients  de  l’équation  (1), 


2/5 


respectivement  par 


8v 

Fz/ 


8v 


V Z 


•K 


8v 

âï’ 


et  que  l’on  divise  par  z,,-^  alors,  en  vertu  des  égalités  précédentes 
l’équation  (1)  prendra  la  forme 

8^v  8‘^v  _ .8'^v 


N7^  + 2K 


8x8zj 


M 


^-1-7  ffp 


8'^v  8^V  / 8^V  \2 


8x^' 8zj^  \8x8zJ  _ 


= 0. 


Ayant  obtenu,  par  l’intégration  de  cette  équation,  la  valeur  de 
V en  fonction  de  x et  de  z,,  on  pourra  déduire  des  équations 


8v 

8^ 


3 = ®4-3/ÿ 

les  expressions  de  z^  et  de  is  au  moyen  des  variables  x et 


:C( 


ib 


114.  Enfin,  la  troisième  transformation  est  tout  à fait  semblable 
à la  précédente.  Au  moyen  de  la  seconde  des  équations  s = /, 
z'  = ç),  z^  = Tfj,  on  peut  exprimer  x en  fonction  de  3/  et  de  z'.  Si, 
de  plus,  on  introduit,  à la  place  de  ;3,  la  variable  dépendante 


U = z — z X, 

nous  aurons  alors,  comme  dans  la  transformation  précédente. 


8u 

Sy 


8u 


8^u 


8z' 


’ V” 

8^u  8^u 

8y^'8z'^  \8i/8z 


8^u 

072 


02w 


dy8z' 


Par  conséquent,  si,  dans  les  coefficients  de  l’équation  (1),  on  remplace 
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X,  Z,  Z, 

respectivement  par 

Oit  ^ du 

â?’ 


Bu 

w 


et  que  Ton  divise  par  alors,  en  vertu  des  égalités  que  Ton  vient 
d’établir,  elle  prendra  la  forme 


N 


B^u 

w 


+2^ 


a^it 
By  Bz 


M 


â72 


'B^u  B‘^u 

/ B^u  yi 

{dySz')  J 

= 0. 


Après  avoir  obtenu,  par  l’intégration  de  cette  équation,  le  valeur 
de  U en  fonction  de  y et  de  z' , on  pourra  tirer  des  équations 


Bu 


« = u-^z'x 


les  expressions  de  z'  et  de  au  moyen  des  variables  x et  y. 

115.  Il  est  facile  de  voir  que  les  expressions  formées,  au  moyen 
des  coefficients  des  équations  transformées,  d’après  la  même  loi  qui 
a servi  à former  l’expression  G = — HL-\-MN  relative  à l’équa- 
tion (1),  auront  des  valeurs  identiques  à cette  dernière. 

Legendre  et  Ampère,  apres  avoir  découvert  la  possibilité  de 
ces  transformations  générales  de  l’équation  (1),  en  ont  indiqué  en 
même  temps  des  applications  très-importantes.  On  trouve  encore  un 
bel  exemple  de  la  transformation  de  Legendre  dans  les  recherches 
de  Fucbs  sur  l’intégration  de  l’équation 

dont  la  solution  a été  complétée  et  simplifiée  par  Hoppe(*).  Mais 
nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  sur  ces  exemples  particuliers,  parce 
que,  à la  fin  de  ce  Mémoire  (Chapitre  IV),  on  démontrera  la  possi- 
bilité d’un  nombre  illimité  de  méthodes  pour  trouver  des  transforma- 
tions de  l’équation  (1),  et  non- seulement  des  transformations  analogues 
à celles  de  Legendre  et  d’Ampère,  par  suite  desquelles  l’équation 
transformée  conserve  le  type  primitif,  mais  aussi  des  transforma- 
tions par  suite  desquelles,  à la  place  de  l’équation  (1),  on  obtient 
une  transformée  plus  simple,  savoir,  une  transformée  de  forme 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  En 
même  temps,  nous  ferons  des  applications  de  ces  sortes  do  trans- 
formations. 


(*)  Crelle’s  Journal  fûr  die  Mathematik,  1861,  Bd.  LVIII,  S.  80  u.  369. 
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§.  16. 


116.  Revenons  maintenant  à la  considération  des  méthodes 
d’intégration  de  l’équation 

(1)  Hz’'  = 0, 

dans  les  cas  où  chacun  des  systèmes 

!Hdy  + Ndz^  — {K-\--\/G)  dx  = 0, 

Hdz'  -]/G)dz,  + Mdx  = 0, 

dz  — z'  dx  — Z J dy  — 0, 

i'  my-\-Ndz,  — (K—-VG)  dx  = 0, 

Hdz'  + {K-{-'VG)dz,  — Mdx  = 0, 

dz  — z'  dx  — Z,  dy  — 0 

admet  moins  de  trois  intégrales  distinctes.  Supposons  que  nous 
connaissions  deux  intégrales  distinctes 

= const.,  = const. 

du  système  (A).  En  vertu  de  ce  qui  a été  démontré  plus  haut,  les 
fonctions  et  Wg,  substituées  à la  place  de  satisfont  aux  deux 
équations 

dans  lesquelles  il  faut  prendre  G avec  le  signe  supérieur.  Une  fonc- 
tion arbitraire  de  et  de  y satisfait  pareillement; 

donc  l’équation 

(2)  ^^2)  = 0 

sera  une  intégrale  du  système  (A),  et  par  suite  devra  être  une  inté- 
grale de  la  proposée  (1),  cette  intégrale,  renfermant  des  dérivées  du 
premier  ordre  et  une  fonction  arbitraire,  sera  une  intégrale  générale 
du  premier  ordre. 

De  même,  en  prenant  deux  intégrales  du  système  (B), 

= const.,  = const., 

on  obtiendra  une  autre  intégrale  générale  de  premier  ordre 

(3)  «2)=0, 

117.  La  méthode  proposée  par  Monge  pour  trouver  l’intégrale 
primitive  de  l’équation  (1)  repose  sur  la  détermination  préalable 
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d’une  intégrale  générale  du  premier  ordre  de  cette  équation,  laquelle 
étant  connue,  il  ne  reste  plus,  d’après  cette  méthode,  qu’à  l’intégrer 
comme  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Si 
l’on  obtient  une  intégrale  générale,  il  entrera  dans  son  expression 
une  fonction  arbitraire,  distincte  de  celle  qui  était  déjà  renfermée  dans 
l’équation  à intégrer;  par  conséquent,  cette  intégrale,  renfermant  deux 
fonctions  arbitraires,  devra  être  l’intégrale  primitive  générale  de  l’équa- 
tion (1).  Si  l’on  obtient  une  intégrale  complète,  ü entrera  dans 
son  expression  deux  constantes  arbitraires.  En  supposant  l’une  d’elles 
fonction  arbitraire  de  l’autre,  et  joignant  à l’équation  intégrale  sa 
dérivée  prise  en  diiférentiant  par  rapport  à la  constante  arbitraire 
restante,  on  aura  l’intégrale  primitive  générale  de  l’équation  (1)  et 
la  condition  pour  la  détermination  de  l’argument  de  l’ime  des  deux 
fonctions  arbitraires  qui  y entrent. 

Si  l’on  peut  parvenir  à deux  intégrales  générales  du  premier  ordre 
(2)  et  (3),  alors,  en  éliminant  entre  elles  une  des  dérivées  du  premier 
ordre  z\  Zj,  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra  être  intégrée 
comme  une  équation  différentielle  ordinaire  entre  les  deux  variables 
0 et  X,  ou  2!  et  y.  L’intégrale  doit  nécessairement  contenir  les  deux 
fonctions  arbitraires  renfermées  dans  l’équation  à intégrer.  Si  l’on 
peut  résoudre  les  équations  (2)  et  (3)  par  rapport  à 0'  et  à z^^  alors, 
en  substituant  ces  valeurs,  on  pourra  intégrer  l’équation 

dz  — z'dx  — Zjdy  = 0; 
car  la  condition  d’intégrabilité 

dz'  \ àcc  dz  J dz  \ dx  dz  ' dzj  \a//  ' dz 

dw/d0  , d0  \ 
dz^  \ a^  ‘ a^!  ^ 

sera  remplie,  ce  dont  il  est  aisé  de  s’assurer,  en  ayant  égard  aux 
égalités 

Vi<z>  = o,  \72^  = o,  ^2^  = 0. 

118.  Mais,  d’après  le  Mémoire  dans  lequel  Monge  a exposé 
sa  méthode  C^-),  • on  voit  que,  au  point  de  vue  de  la  généralité,  il 
avait  déjà  été  fait  une  grave  objection,  fondeé  sur  ce  qu’il  existe 
des  équations  de  la  forme  (1),  admettant  une  intégrale  primitive  finie^ 
mais  n’ayant  pas  d’intégrale  générale  du  premier  ordre:  par  xemple, 
l’équation 


Histoire  de  l’Académie  des  Sciences,  1773. 
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dont  l’intégrale  générale  finie 

a été  trouvée  par  Euler.  (Voir  §.  11). 

Ne  voulant  pas  admettre  un  pareil  fait,  Monge  s’est  efforcé  de 
représenter  les  intégrales  générales  du  premier  ordre  de  l’équation 
précédente  sous  la  forme 

= ,g'(a;4-3^)  — 2a5V'(a;— + //)j(rZa;+d^), 

en  ajoutant  pour  la  détermination  des  fonctions  superflues  les  conditions 

Mais  dans  ces  expressions,  comme  on  l’a  remarqué  avec  justesse, 
il  a été  fait  un  usage  illégitime  du  signe  /(^j.  En  outre,  on  peut 
ajouter  encore  qu’après  avoir  admis  l’existence  de  l’une  des  intégrales 
de  cette  forme,  il  n’y  aura  pas  de  raisons  pour  rejeter  l’autre;  mais, 
dans  ce  cas,  les  conditions  précédentes  pour  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires  superflues,  ayant  lieu  en  même  temps,  donnent 
z'  = 0,  c’est-à-dire  changent  z en  une  fonction  de  y seulement. 

119.  Ainsi,  en  ne  prenant  pour  les  intégrales  du  premier  ordre 
que  la  forme  (2)  ou  (3),  on  peut  toujours  examiner  si  l’équation  (1) 
admet  de  telles  intégrales;  car  cette  question  se  ramène  à cette  autre: 
les  équations  (A)  et  (B)  ont-elles  chacune  deux  intégrales  distinctes? 
et  la  solution  de  cette  dernière  question  a été  exposée  avec  détail 
dans  un  des  §§.  précédents. 

Ampère,  après  avoir  signalé  de  cette  manière  la  nécessité  de 
borner  l’application  de  la  méthode  de  Monge  aux  seuls  cas  où 
l’équation  à intégrer  admet  une  intégrale  générale  du  premier  ordre, 
a fait  ressortir,  en  outre,  la  difficulté  d’appliquer  les  méthodes  ordi- 
naires d’intégration  à l’intégrale  générale  du  premier  ordre,  par  suite 
de  la  présence  d’une  fonction  arbitraire  dans  cette  intégrale.  Mais 


(*)  „On  a reproché  que  ces  expressions  étoient  abusives.'*  (Ibid.,  p.  137). 
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la  méthode  Amp  ère  eUe-même,  fondée  aussi  sur  la  détermination 
préalable  d’une  intégrale  générale  du  premier  ordre,  n’écarte  pas  la 
difficulté  qu’il  avait  lui-même  remarquée,  et  à laquelle  on  ne  peut 
évidemment  échapper  qu’en  se  servant  d’intégrales  particulières 
de  l’équation  (1),  au  lieu  d’intégrales  générales,  comme  nous  le 
verrons  plus  tard. 

120.  Poursuivons  notre  étude  de  la  méthode  d’ Am  père,  et 
appelons  actuellement  l’attention  sur  une  autre  remarque  de  ce  géomètre, 
consistant  en  ce  que  le  système  auxiliaire  des  équations  différenti- 
elles ordinaires  auxquelles  se  ramène  l’intégration  de  l’équation  (2) 
fournit  les  équations  (B),  et  pareillement,  que  le  système  des  équa- 
tions auxquelles  se  ramène  l’intégration  de  l’équation  (3)  fournit  les 
équations  (A).  On  peut  se  convaincre  comme  il  suit  de  la  vérité  de 
cette  remarque. 

L’intégration  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

Q (Wi,  u^)  = 0 

conduit,  comme  on  sait,  au  système  d’équations  simultanées 


dx  dy  dz  — dz'  — dZj 

dz'  dz^  dz'  ^ ‘dzy  ' dx  dz  ^ 

Mais,  en  vertu  de  l’égalité  \72  ^ = 0 ou 

^ ^ HdO  K— -y G dO 

dy  dz  Ndz,  N dz' 

les  équations  formée  par  le  le  2®  et  le  dernier  rapport  peuvert 
s’écrire  ainsi, 

dx  dy  — dz^ 

^ ~ ^ ~ Hd^  _ K— y G dO  ' 

dz'  dzj  N dz^  N dz' 

En  multipliant  les  deux  termes  du  premier  de  ces  rapports  par 
— (K — y G),  ceux  du  second  par  H et  ceux  du  troisième  par  iV,  et 
égalant  le  troisième  rapport  au  rapport  des  sommes  des  termes  des 
deux  premiers,  il  vient 

Hdy  — {K—yG)dx  —NdZj 


^0(2> 


BQ  /_  dQ' 

H^—(K—yG) 


et,  en  supprimant  les  dénominateurs,  qui  sont  égaux,  on  en  tire  la 
première  des  équations  (B). 

De  plus,  en  vertu  des  égalités  \7i  = 0,  ^2^  = 0,  dont  la 

première  donne 


^ ^ , L dQ  K+yGdQ 

dx'dz^  N dz'  N dz^  ’ 


8* 
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les  équations  formées  par  le  l®’',  le  4®  et  le  5®  des  rapports  (4) 
peuvent  s’écrire  de  la  manière  suivante, 

dx  — dz'  — dz, 

~ LdO  HBO  K— il}  B<S> 

dz'  N Sz'~  N ëz  N ëz~  N ~ 0a’ 

En  multipliant  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  ikf,  ceux  du 
second  par  ceux  du  troisième  par  G)^  puis  égalant  le  pre- 

mier rapport  au  rapport  des  sommes  des  termes  des  deux  autres, 
ajoutés  terme  à terme,  il  vient 

Mckc  —Hdz’  — (K-\-iG)dz, 

_0(p  “ HL-K^-iGëé  ■ 

^ëz’  N cz' 

Or  on  a 

G = K^—HL-\-MN, 

et  par  suite 

HL-K^A-G 

— = M. 

Donc,  en  supprimant  les  dénominateurs  égaux  dans  les  deux  rapports 
précédents,  on  trouvera  la  seconde  des  équations  (B). 

Enfin,  en  multipliant  les  deux  termes  du  premier  des  rapports 
(4)  par  2:',  ceux  du  second  par  et  égalant  le  troisième  rapport  à 
celui  de  la  somme  des  numérateurs  à la  somme  des  dénominateurs 
des  deux  premiers,  il  vient 

z^dxA^Zid-y  dz 

, BQ  ^ â0’ 

* 0Z+"'0^  ^ 07+*'0^ 

d’où  l’on  tire  la  troisième  équation  (B). 

On  vérifierait  absolument  de  la  même  manière  la  seconde  partie 
de  la  remarque  d’ Amp  ère. 

121.  Abstraction  faite  de  l’imperfection  signalée  plus  haut,  la 
méthode  de  Monge  est  très-digne  d’attention,  comme  étant  le  pre- 
mier procédé  suffisamment  général  qui  ait  été  proposé  pour  l’inté- 
gration des  équations  de  la  forme  considérée;  d’autant  plus  que 
l’auteur  de  la  méthode  en  a donné  de  belles  applications  dans  sa 
célèbre  „ Application  de  l’Analyse  à la  Gréométrie“.  Nous  allons,  dans 
un  court  extrait,  emprunter  à cet  ouvrage  un  exemple,  pour  donner 
une  idée  plus  complète  des  différents  procédés  auxiliaires  dont  un 
analyste  habile  peut  faire  usage  dans  le  développement  et  l’application 
des  idées  simples  qui  servent  de  fondement  à cette  méthode. 
Supposons  qu’il  s’agisse  d’intégrer  l’équation 

«(^+«,y'+[i3(/3+., )-«(«+*')>', = O, 
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où  Ton  a posé,  pour  abréger, 

«/+««/  ..  ^ 
t — î t — P' 

xz^ — yz  xZf — yz 

En  comparant  avec  l’équation  (1),  on  a ici 

^=“((3+®/)>  •^=  è[i3(|5+»;)— “(“+«')],  i = — ^(“+2')) 

Af=iV=0,  G = imp+z,)  + a(tt  + ^')f. 


D’après  cela,  les  équations  (A)  et  (B)  prennent  la  forme 
i (P  + z^)dy-{-(a-\-z')dx  = O, 


(A) 

\ cidz'-\-  ^dZf  = 0, 

\ dz  — z'dx — Zjdy  = 0; 

i cedy  — ^dx  = 0, 

(B) 

j (P+^,)dz'—{cc^z')dz,  ==  0, 

( dz — z'dx  — ^jdy  = 0. 

En  ajoutant  la  première  et  la  troisième  des  équations  (A),  on 
trouve 

adx  -}-  ^dy  -\-dz  = 0. 

La  dernière  équation,  considérée  en  même  temps  que 

adz'  -\-^dZi  = 0, 

peut  être  remplacée  par  deux  autres.  Pour  cela,  il  suffit  de  remar- 
quer que  les  valeurs  données  ci-dessus  de  ce  et  de  |3  s’obtiennent  comme 
solutions  algébriques  des  deux  équations 

ax-\-^y-\~z  = 0, 
ctz'-\-  pZf  — 1 = 0, 

En  concevant  donc  que  l’on  ait  substitué  ici  à a et  à /3  leurs  valeurs, 
et  différentiant  les  identités  ainsi  obtenues,  on  trouve  les  égalités 
identiques 

ccdx-\-  ^dy-{-dz-\-xdct-{~yd^  — 0, 
adz'-{-^dz,-\~z'dc)i-\-Zjd^  = 0, 

en  vertu  desquelles  les  deux  équations  à intégrer  se  ramènent  à la  forme 
xda-\-yd^  = 0,  z'dct~\-Zjd^  — 0, 


OU 

dci  = 0,  d^  = 0. 

Par  suite  les  deux  intégrales  distinctes  du  système  (A)  sont 


xz^  — yz' 


x-\-zz' 

xZf — 


a et  b désignant  des  constantes  arbitraires. 

On  obtient  maintenant  une  intégrale  générale  du  premier  ordor 
de  l’équation  proposée,  en  éliminant  a entre  les  équations 
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ac-f-i 


= (p{a), 


xz,  — yz  ' xz^  — yz 

(p  désignant  une  fonction  arbitraire.  Mais,  en  vertu  de  la  remarque 
faite  plus  haut,  on  peut,  au  lieu  de  ces  équations,  prendre  les  deux 
suivantes, 

ax-\-y(p{a)-]-z  = 0, 
az'-\-z^(p{a) — 1 = 0. 

Pour  en  éliminer  a,  on  peut  imaginer  que  la  valeur  de  cette 
quantité  soit  tirée  de  la  première  équation  et  substituée  dans  la  se- 
conde. Or,  quelle  que  soit  la  fonction  ç),  cette  valeur  doit  s’exprimer 
au  moyen  de  ac,  y^  z seulement.  Donc  la  seconde  équation,  qui  re- 
présente après  la  substitution  l’intégrale  générale  du  premier  ordre, 
sera  linéaire  par  rapport  à s'  et  à z^.  Par  suite,  pour  en  déduire 
l’intégrale  primitive  de  l’équation  donnée,  il  suffira  d’intégrer  le  sy- 
stème d’équations  simultanées 

dxdy 


en  considérant  a comme  une  fonction  de  æ,  y^  2?,  satisfaisant  à l’équation 
ax-\-y(p(a)-\-z  = 0. 

Ayant  déterminé  deux  intégrales  distinctes  de  ce  système,  avec 
des  constantes  arbitraires  c,  <?',  et  établissant  entre  ces  dernières  une 
relation  arbitraire  c'  ==  'tp(c) , on  n’aura  plus  qu’à  éliminer  entre  les 
trois  équations  ainsi  obtenues  les  quantités  c et  c‘.  Le  résultat  de 
l’élimination  donnera  l’intégrale  générale  primitive  de  l’équation  proposée. 

122.  On  peut  trouver  très  - simplement  une  des  intégrales  du 
système  considéré.  On  a,  en  effet,  d’après  ce  système. 


xdx-\-ydy 

-r=  dz, 


ax-^y(p(a) 

OU,  par  suite  de  l’équation  ax~\-yçp{a)-\-z  = 0, 
xdx-\-ydy-\-zdz  — 0, 

d’où,  en  intégrant, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  intégrale  peut  encore  s’obtenir  facilement,  en  vertu  d’une 
remarque  d’Ampère,  au  moyeu  du  système  des  équations  (B).  En 
effet,  si  l’on  substitue  les  valeurs  de  a et  de  dans  la  première  de 
ces  équations,  et  que,  après  avoir  chassé  le  dénominateur,  on  l’ajoute 
à la  troisième,  il  vient 

xdx-];-ydy-\-zdz  = 0. 

En  passant  au  calcul  de  l’autre  intégrale  du  système  (y),  remar- 
quons que  l’on  a 


,on 
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dx 


et  par  suite 


= a. 


dz 


d^ 

dz 


<P(a)î 


Or,  des  équations 

xdx~\-ydy~\~zdz  = 0, 


Kl) 


on  tire 


par  suite, 


dz  = 


xdx-\-ydy  , 


y/- 


dy^ 

xdx-\~ydy 


') 


(dx'^c^ — x^  — y^ 
xdx-\-ydy 

L’intégration  de  cette  dernière  équation  entre  les  deux  variables 
a?  et  y s’effectue  de  la  manière  suivante.  En  désignant  par  œla  quantité 
sous  le  signe  (p,  on  aura,  au  lieu  de  l’équation  précédente,  ces  deux-ci, 

(a)  (ox-{-ycp{(d)  = ^ — x^  — 2/^  — cp{(a)dy^=^. 

Si  00  était  une  constante,  l’intégrale  de  la  dernière  équation  serait  de 
la  forme 


““  <p{fo)x  = const.  ; 

mais,  comme  w est  une  quantité  variable,  la  constante  du  second 

membre  doit  être  remplacée  par  une  fonction  de  «,  de  sorte  qu’on  aura 

{b)  (oy  — (p{üi)x  -'/(w)  = 0, 

f{(o)  étant  déterminée  de  telle  manière  que  la  dérivée  du  premier 

membre  de  l’équation  précédente , prise  par  rapport  à w seulement, 

soit  égale  à zéro,  c’est-à-dire,  de  manière  que  l’on  ait 

(c)  y—  (p'(œ)x—/(co)  = 0. 

Par  l’élimination  de  x et  de  y entre  les  équations  (a),  (i),  (c),  on 
obtient  une  équation  différentielle  ordinaire  entre  w,  ç)(w),/(w),  la- 
quelle peut  servir  à déterminer  la  forme  de  la  fonction  f.  En  effet,' 
des  équations  {b)  et  (c)  on  tire 

g.  — , « = -f • 

(ùcp  — (p  ^ cog>  — g> 


Substituant  ces  valeurs  de  a;  et  de  y dans  la  première  équation  («), 
il  vient 

( û3-f  (ftpy  yV 

= yc2(«(p'--y)2  — (l-|-y'2y2_j_2(o,-}-qpy')j5r'_(co2_|-(p2)/'*. 

Or,  en  posant 

y û)2+ 


— — — (<»+  <py)f 

rfO)“"  (0)2-1- 


il  vient 
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D’après  cela,  l’équation  précédente  s’écrira  ainsi, 

c^(œq) — w)^  ~ (l-j-  cp'^)f^-{-2(cû-\~cpcp')^f*  — 


(-V= 

\dcoJ 


en  ajoutant  cette  dernière  équation,  multipliée  par  au  carré 

de  la  précédente,  il  vient 


(û)q)'— q5)2. 

\d(o)  (a)2  + qp2'2' 

d’où 


dv 


(o}(p' — q))d(û 


Ÿc^  — (cû^-j-<P^)y  l-j- 

Les  variables  v et  co  sont  ainsi  séparées.  En  intégrant,  il  vient 
^ / 


y 032+, 


sin 


■J  (i 


(œcp  — cp)do:> 


; 0)2  + gp2)y  1 + 

En  substituant  la  valeur  de  f dans  l’équation  (ô),  et  posant 

c :=  C — -|/^2  + 2/2+s2, 

on  obtient  l’intégrale  générale  primitive  du  problème,  sous  la  forme 

F = 0),y X(p(w)  — y (a;2  + 2/^  - 2 j ( 2 + 2^  ^ gijj  (^2  _j_  ^2  _|_  ^2) 

(co(p''^q))dco 


( 0)2  + q)2)y  1 + 0)2  + Çj2 

Pour  la  condition  qui  déterminé  03,  on  a l’équation  (c)  ou 

ôF 


Ts]=0. 


ÔCû 


= 0. 


De  même,  en  commençant  par  l’intégration  du  système  (B),  on 
peut  obtenir  encore  une  solution  générale  du  problème  précédent, 
présentant  un  intérêt  spécial  pour  l’interprétation  géométrique  de 
l’équation  proposée  et  de  tous  les  résultats  ultérieurs  du  calcul.  Mais 
il  ne  nous  est  pas  possible  d’entrer  ici  dans  ces  détails. 


§.  17. 

123.  La  méthode  d’ Amp  ère  pour  l’intégration  de  l’équation 

(1)  Æ"+2Kz\  -\-Lz,^+M+  -=  0, 

dans  les  cas  où  elle  admet  une  intégrale  générale  du  premier  ordre, 
constitue  un  changement  de  forme  et  un  perfectionnement  de  la  mé- 
thode de  M 0 n g e 

Représentons  les  deux  systèmes  d’équations,  auxquels  se  ramène 
l’intégration  de  l’équation  (1),  sous  la  forme  que  leur  a donnée  Am- 
père (§.  12), 
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(A) 


dz  ! dy 

Bx(a  dx(cc 


(B) 


Jf__ 

0ic(/3  ^ dx(^ 


-f-ikf 

02/ 


0, 

0, 

0. 


Dans  les  équations  (A)  et  (B),  on  prend  respectivement  pour 
variables  indépendantes  a:  et  a,  et  a:  et  j3;  æ pouvant  représenter 
ici  l’une  quelconque  des  deux  anciennes  variables  indépendantes,  et 
«,  (3  désignant  les  arguments  des  deux  fonctions  arbitraires  de  l’inté- 
grale générale  primitive  et  finie  de  cette  équation.  Il  est  clair  que,  dans  les 
équations  (A)  et  (B),  on  peut  changer  partout  le  signe  du  radical  Ÿ G. 

124.  Si  l’équation  (1)  admet  une  intégrale  générale  du  premier 
ordre,  on  peut  alors  supposer  qu’il  existe  deux  combinaisons  des 
équations  (A),  telles  qu’on  les  intégrerait  de  la  même  manière  que 
si,  au  lieu  de  dérivées  partielles,  elles  contenaient  des  dérivées  ordi- 
naires de  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Pour  trouver  ces  deux 
combinaisons  intégrables,  si  elles  ne  se  présentent  pas  d’elles-mêmes, 
on  peut  se  servir  de  la  méthode  exposée  au  §.  14.  Ayant  obtenu 
leurs  intégrales,  dans  lesquelles  entrent  deux  constantes  arbitraires, 
on  aura  le  droit  de  remplacer  une  de  ces  dernières  par  «,  l’autre 
par  une  fonction  arbitraire  (pia)  de  car,  dans  les  équations  (A), 
on  sous-entend  qu’en  même  temps  que  cc  il  y a une  autre  variable 
indépendante  a.  Supposons  donc  que  les  deux  intégrales  distinctes' 
des  équations  (A)  soient 

(2)  f{x,  y,  Z,  z\  Z,)  = or,  F(x,  y,  z,  z\  z^)  = cp{a). 


En  considérant  maintenant  œ et  /?  comme  variables  indépendantes, 
et  différentiant,  dans  cette  hypothèse,  par  rapport  à æ,  on  tire  des 
deux  équations  précédentes  ces  deux-ci, 

I dx'dydx{^'dz  dxi^'  dz'  dx{^'  dz^  dx(^  dx((3  ’ 

I I A j_  I I _ '/nJiL 

\ dx  ' dy  ôx(^'  dz  bx(^'dz'  dxÇ^'  dz^  dx(^  ^ dx(^' 


Si  l’on  élimine,  entre  les  sept  équations  (2),  (3)  et  (B),  les  quatre 

. . , dz, 

quantités  2,2;,  » 0^’  obtient  trois  équations,  dans  les- 
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quelles  il  n’entre  que  les  dérivées  par  rapport  à x des  variables  jr, 
a,  a.  On  peut  donc  ,les  intégrer  comme  un  système  déterminé  d’équa- 
tions simultanées  aux  différentielles  ordinaires,  et  l’on  trouve  ainsi 
les  expressions  de  a au  moyen  de  x et  de  trois  constantes  ar- 
bitraires (7,  (/,  Cf'.  Mais,  comme  il  est  sous-entendu  que  /S  est,  en 
même  temps  que  ic,  la  seconde  variable  indépendante,  les  constantes 
arbitraires  (7,  (7',  C"  pourront  être  remplacées  respectivement  par  /3, 
désignant  par  et  % des  fonctions  arbitraires. 

Mais  l’ensemble  de  ces  trois  équations,  renfermant  trois  fonctions 
arbitraires  % Xj  représente  pas  encore  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (1),  puisque  cette  intégrale  ne  doit  contenir  que  dbux  fonctions  ar- 
bitraires. La  présence  de  la  fonction  arbitraire  superflue  s’explique 
par  la  raison  que  nous  nous  sommes  servis  d’une  partie  seulement 
des  conditions  qui  déterminent  la  fonction  s,  savoir,  des  équations  dans 
lesquelles  il  n’entre  que  les  dérivées  partielles  par  rapport  à x,  tandis 
qu’il  est  nécessaire  d’avoir  égard  aussi  aux  autres  équations,  où 
entrent  aussi  les  dérivées  partielles  par  rapport  à 

En  effet,  en  exprimant  l’équation 

dz  ==  z'dx-j-Zfdÿ 

au  moyen  des  variables  indépendantes  x et  j3,  on  aura 

d’où  l’on  tire  les  deux  équations 

dz  r\^  ^ 

0/3“*'0|3’ 

et  nous  n’avons  pas  encore  tenu  compte  de  la  seconde  de  ces  équa- 
tions. En  y substituant  donc  les  valeurs  trouvées  pour  les  fonctions 
2/,  ^3,  nous  obtiendrons  une  condition  pour  la  détermination  et 
l’élimination  de  la  fonction  arbitraire  superflue.  Pour  cela,  on  peut 
se  servir  d’une  autre  équation,  équivalente  à la  précédente,  et  que 
l’on  trouve  en  se  fondant  sur  ce  que  l’on  a 

0/î  dx 

ou 

dz'  dz,  dy  , d^y  ^ 

Bxdp  “ dx  dp'^^'dxd^* 

d’où  l’on  tire 

dz'  ^dy  dz,  dy 

dp  “ 

125.  Appliquons  cette  méthode  d’intégration  à l’exemple  par- 
ticulier suivant, 
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Les  deux  premières  équations  du  système  (A),  dans  lequel  nous 
remplacerons  les  signes  de  V(r  par  les  signes  opposés,  prennent  la  forme 


^'dx(a  + ^dx(ci  ~~ 


dz. 


0. 


En  intégrant  la  première  de  ces  équations,  il  vient 

z.y  — a. 

8z 

Éliminant  entre  ces  équations  » on  a la  combinaison  intégrable 


d’où  résulte 


z^-j-x 


y 


<?(«)• 


Si  l’on  prend  pour  variables  indépendantes  « et  /J,  et  que  l’on  diffé- 
rentie  dans  cette  hypothèse  les  équations 

(1)  Z, y =-■  a, 

(2)  z'-{-x  = y(p{a), 
on  trouve 

/o\  ^y  \ 

..X  X H , S ^y  ^ ...  Sa 

(4) 


0æ(|3  + ^ 0æ(/î + 8x(^' 


A ces  quatre  équations  il  faut  encore  ajouter  le  système  (B),  qui 
devient,  en  changeant  partout  le  signe  de  Vg, 


8y  dzj 


O, 


(5) 

L’équation  (4)  prend,  en  vertu  de  (6),  la  forme 
1 8y  (p'(a)  8a 


^^«+1  = O» 


’-+^'8^' 


(8) 


= O,  d’où  yq)ia)  = /3. 


y8x(^'  cp(a)  8x0 
L’équation  (5)  prend,  en  vertu  de  (3),  (2)  et  (8),  la  forme 
8a 


8x0 


y(p{a)  = /3,  d’où  « = ^x-]-  tjj0). 


L’équation  (7),  en  vertu  de  (2),  (8)  et  (1)  peut  s’écrire  ainsi, 
8z 

8x0 

Or  on  tire  de  (8) 
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h 

dx(^ 
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pcp'(a)  da 


[(p(û:)]2  0a;(^  ’ 

g)'(cc)  da 


et  par  suite 

dz 

dx{^  P ic  a . 

On  en  conclut,  par  Tintégration, 

« = (^^~^^—ci^ogcp(a)-\-J\og(p(a)da-{-x(^). 

En  supposant  maintenant  log^Ccu)  = O' (a),  les  trois  équations  ob- 
tenues par  l’intégration  peuvent  s’écrire  comme  il  suit, 

2 = (^/5— |^æ+0(a)  — + 

y = 

a = 

Pour  éliminer  la  fonction  arbitraire  superflue,  il  faut  satisfaire  à l’équation 

dz  dy 

8^' 

On  trouve,  pour  cela. 


dz 

dl3(x 

d^ipc 


y P 


e— ^'(«) 


/Î0» 


da 

d^(x_ 


a—ip(^) 

P 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  on  obtient  la 
relation  suivante  entre  les  fonctions  et 

Par  suite,  l’intégrale  primitive  générale  de  l’équation  proposée,  après 
l’élimination  de  a,  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

" = (/3-|)*+®  îÆ*+/(/3)]!-^[*+/(/3)]®'  f^[»;+z'(ft]i  + xtf), 

L’intégrale  primitive  générale  peut  s’obtenir  sous  une  forme  plus 
simple,  en  mettant  les  intégrales  du  système  (A)  sous  la  forme 
(!')  yz^  = q)(a), 

(2')  z' -\-x  = ya. 

Si  l’on  considère  x et  P comme  variables  indépendantes,  et  que  l’on 
difîérentie  les  équations  précédentes  par  rapport  à a:,  il  vient 

dz'.  da  dy 

Des  équations  (4')  et  (6)  on  tire 

(8')  «y  = /3. 
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L’équation  (5),  en  vertu  de  (3'),  (2')  et  (8'),  devient 


et  donne,  par  l’intégration, 

cp(ci)  = 

Enfin  (7),  en  vertu  de  (2'),  (8')  et  (1'),  prend  la  forme 


Or,  on  tire  de  (8^ 


/3  dfx 

dx(^  dx(p  ’ 


d’où 


dx(^  r ^ ^ 


par  suite,  en  posant  (p(ci)  = aO'(ci),  on  aura 


a0'(cc)  — ^x-\-'ilj(^)^ 


Il  est  facile  de  vérifier  que,  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  y, 
a,  Zj,  on  satisfait  encore  à l’équation 


dz  dy 

d^(x  d^(x  * 


si  l’on  pose,  semblablement  à ce  qui  été  fait  dans  le  cas  précédent. 


Il  s’ensuit  de  là  que,  par  l’élimination  de  a,  l’intégrale  générale  pri- 
mitive est  représentée  par  les  équations 


dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  partiellement  la  première 
par  rapport  à /?. 

Il  est  aisé  de  s’assurer  que  l’intégrale  peut  s’obtenir  aussi  très- 
simplement  sous  cette  dernière  forme  par  la  méthode  de  Monge. 

126.  D’après  les  indications  que  nous  venons  de  donner,  on  voit 
que  la  méthode  d’Ampère  consiste  en  réalité  dans  un  simple  chan- 
gement de  forme  de  la  méthode  de  Monge.  Dans  la  première,  ab- 
solument comme  dans  la  seconde,  on  commence  par  déterminer,  au 
moyen  du  système  (A)  par  exemple,  une  intégrale  générale  du  premier 
ordre  de  l’équation  (1).  Au  lieu  de  considérer,  avec  Monge,  cette 
intégrale  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
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ordre,  et  de  former,  pour  Tintégrer,  le  système  auxiliaire  des  équations 
simultauées  de  Lagrange,  Ampère  fait  directement  usage  des  équa- 
tions (B),  qui,  ainsi  qu’on  Ta  démontré,  doivent  être  renfermées  dans 
le  système  de  Lagrange.  C’est  précisément  dans  ce  procédé  que 
consiste  l’avantage  de  la  méthode  d’Ampère.  Mais  de  cette  manière 
on  ne  se  débarasse  pas  de  la  fonction  arbitraire  de  l’intégrale  générale 
du  premier  ordre,  laquelle  se  montre  inévitablement  dans  les  trois 
équations  simultanées  aux  différentielles  ordinaires,  à l’intégration 
desquelles  se  ramène  finalement  la  question.  En  outre,  dans  les 
intégrales  de  ces  équations,  il  entre  trois  fonctions  arbitraires,  dont 
une  doit  être  éliminée  au  moyen  de  l’une  des  équations 
Sz  dy  dz  dz'  oy  dz^  ôy 

ce  qui  amène  une  complication  du  problème,  que  l’on  ne  rencontre 
pas  dans  la  méthode  de  Monge. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  exposerons  une  méthode  qui  évite 
la  présence  des  fonctions  arbitraires  dans  les  équations  à intégrer  du 
problème  primitif.  Car,  dans  les  cas  mêmes  où  l’équation  (1)  admet 
des  intégrales  générales  du  premier  ordre,  on  peut,  d’après  notre 
méthode,  employer,  au  lieu  de  ces  dernières,  des  intégrales  particu- 
lières où  il  n’entre  pas  de  fonctions  arbitraires. 


Chapitre  IV. 

méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 

§.  18. 

127.  Si  l’équation 

(1)  Bz"+2Kz',  + Lz^^+M+N(z\—z',^)  = 0 

n’a  pas  d’intégrales  générales  du  premier  ordre,  alors  les  méthodes 
d’intégration  fondées,  comme  celle  de  Monge,  sur  la  supposition  de 
l’existence  de  ces  intégrales  ne  sont  plus  applicables.  Lagrange  a 
cherché  à fonder  la  théorie  de  l’intégration  des  équations  comprises 
dans  la  forme  générale  (1)  sur  la  détermination  de  leurs  intégrales  i 
particulières  complètes,  c’est-à-dire  contenant  cinq  constantes  ar-  ; 
bitraires,  et  sur  l’application  de  la  méthode,  découverte  par  lui,  de  ; 
la  variation  des  constantes  arbitraires.  Mais  de  cette  manière  on  i 
obtient  des  conditions  dont  la  réalisation  est  en  général  si  difficile,  : 
qu’ü  a lui-même  reconnu  ce  procédé  comme  étant  plus  curieux  qu’utile,  j 
A mp  ère  (*)  aappliqué  avec  bien  plus  de  succès  la  méthode  de  la  variation  j 


(*)  Journal  de  l’École  Polytechnique,  XVIIIe  Cahier,  §.  IV.  | 

fl 
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des  constantes  arbitraires  aux  intégrales  particulières  du  premier  ordre, 
tirées  des  systèmes  d’équations 

Q-  

K—-\^G  = 0, 


rj^y  I AT 


(A) 


dx(a 


Bz 

dx(a 


Bx(a 
^'dx(a 


O, 

O, 


I O / g 

(B) 

I Jf 8ÿ  ri 

I dx(^  ^ ' 

lorsque  chacun  de  ces  systèmes,  ou  au  moins  l’un  d’eux  n’admet 
qu’une  seule  combinaison  intégrable,  et  que  par  suite  il  est  impos- 
sible d’obtenir  pour  l’équation  (1)  une  intégrale  générale  du  premier 
ordre.  Avant  qu’Ampère  eût  attiré  l’attention  sur  ces  intégrales 
particulières,  on  n’en  avait  su  tirer  aucun  parti  pour  la  recherche 
de  l’intégrale  générale  primitive  de  l’équation  (1). 

On  ne  peut  cependant  s’empêcher  de  remarquer  que  la  théorie 
fondée  par  Ampère  sur  cette  idée  profonde  et  orginale,  ne  se  di- 
stingue pas  par  la  simplicité,  et  que  la  voie  même  qu’il  a choisie 
pourrait  être  aplanie  en  beaucoup  de  points  et  conduire  plus  direc- 
tement au  but.  En  outre,  comme  Bour  le  fait  remarquer  avec  raison, 
„les  cas  où  les  équations  de  la  caractéristique “ [c’est-à-dire  les 
équations  (A)  et  (B)]  „ n’admettent  pas  de  combinaison  intégrable, 
ont  à peu  près  échappé  jusqu’à  présent  à tout  essai  d’une  théorie 
générale  (*).“  A en  juger  d’après  certains  passages  du  Mémoire  de 
Bour  d’où  est  tirée  la  remarque  précédente,  et  où  il  expose  quel- 
ques considérations  détachées  sur  l’intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre,  on  peut  en  conclure  qu’ü  a regardé 
comme  possible  de  revenir  à la  méthode  de  Lagrange,  malgré  les 
difficultés  qu’elle  présente.  ,,Je  suis  heureux  dit-ü  comme  con- 
clusion de  son  Mémoire,  „ d’avoir  prouvé  que  ces  difficultés  ne  sont 
pas  toujours  insurmontables-,  et  que  la  belle  méthode  de  Lagrange, 
après  avoir  si  bien  élucidé  toutes  les  questions  relatives  aux  équations 
du  premier  ordre,  n’a  pas  encore  dit  son  dernier  mot  sur  la  théorie 
beaucoup  plus  difficile  des  équations  à différences  partielles  du  second 
ordre  (**).“ 


{*)  Journal  de  l’École  Polytechnique,  XXXIXe  Cahier,  p.  189. 

(**)  Ibid.,  p.  191. 
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L’étude  attentive  des  méthodes  de  Lagrange  et  d’Ampère 
m’a  conduit  à la  conviction  de  la  possibilité  d’appliquer  la  théorie  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  aux  intégrales  particulières  de 
l’équation  (1),  sous  une  forme  plus  simple  et  plus  générale  que  celle 
sous  laquelle  Ampère  a présenté  sa  méthode.  En  me  fondant  seu- 
lement sur  la  supposition  de  l’existence  d’intégrales  primitives  parti- 
culières de  l’équation  (1),  renfermant  trois  constantes  arbitraires,  j’ai 
obtenu  des  formules  générales  pour  en  déduire  l’intégrale  générale 
de  l’équation  (1)  au  moyen  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
de  l’intégrale  particulière.  La  généralité  de  l’hypothèse  fondamentale 
permet  d’appliquer  ces  formules,  non-seulement  au  cas  mentionné  plus 
haut  et  dont  Ampère  s’est  occupé  exclusivement,  mais  encore  à 
celui  où  les  équations  (A)  et  (B)  n’admettent  aucune  combinaison  in- 
tégrable, ou  à celui,  au  contraire,  dans  lequel  ces  deux  systèmes 
d’équations  admettent  plus  d’une  combinaison  intégrable.  Nous  avons 
ainsi  une  méthode  embrassant  tous  les  cas  de  l’intégration  de  l’équa- 
tion (1)  qui  diffèrent  par  le  nombre  des  intégrales  possibles  des 
équations  (A)  et  (B),  nombre  qui  peut  varier  depuis  trois  jusqu’à  zéro 
inclusivement.  Nos  formules  générales,  considérées  sous  un  autre 
point  de  vue,  donnent  un  nombre  illimité  de  méthodes  pour  obtenir 
des  transformations  de  l’équation  (1),  par  suite  desquelles  celle-ci 
conserve  son  type  primitif,  ou  éprouve  une  simplification  notable,  en 
se  changeant  en  une  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre. 

128.  En  abordant  maintenant  l’exposition  de  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires,  nous  commencerons  par  nous 
occuper  de  la  solution  de  la  question  importante  que  voici:  Com- 
ment peut-on  obtenir  l’intégrale  générale  de  l’équation 

(1) ,  lorsqu’on  en  connaît  une  iutégrale  particulière  quel- 
conque, renfermant  trois  constantes  arbitraires? 

Il  est  évident  que  le  succès  de  la  résolution  de  cette  question 
comprend  toute  la  théorie  de  la  méthode  d’intégration  considérée. 

Soit 

(2)  2!  = 03  (a-,  y,  or,  y,  ri) 

une  intégrale  particulière  de  l’équation  (1),  renfermant  trois  con- 
stantes arbitraires  a,  y,  r].  En  la  différentiant  par  rapport  à æ et  à 
y,  on  aura  les  expressions  des  cinq  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  de  la  fonction  s;,  que  l’on  pourra  représenter  par 

/ — cû',  z"  = cù'\  z'j  = co',, 

Par  la  substitution  de  ces  expressions  et  de  l’expression  donnée  de  0, 
le  premier  membre  de  l’équation  (1)  devra,  d’après  la  supposition, 
se  réduire  identiquement  à zéro,  pour  des  valeurs  quelconques  des 
quantités  of,  y,  ly 


1 
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Supposons  maintenant  qu’une  de  celles-ci,  par  exemple,  repré- 
sente une  fonction,  provisoirement  indéterminée,  de  « et  de  y,  et  que 
« et  y soient  déterminés  en  fonction  de  x et  de  ^ par  les  équations 
8œ  dcûdfj  dü)  Bcody 

da'dfjda  ’ dy'dfjdy  ’ 
que  l’on  obtient  en  égalant  séparément  à zéro  les  dérivées  partielles 
de  œ par  rapport  à a et  à y.  On  pent  écrire  ces  équations  plus 
brièvement,  de  la  manière  suivante  [art.  101], 


(3) 


= 0, 


0.  G) 


= 0, 


Sa  ’ dy 

en  convenant  qu’un  point  placé  après  le  signe  d indique  que  la  diffé- 
rentiation par  rapport  à « ou  à y est  faite  non -seulement  en  tant 
que  ces  quantités  entrent  explicitement,  mais  encore  en  tant  qu’elles 
entrent  par  le  moyen  d’autres  quantités,  comme  elles  le  font  dans  le 
cas  présent  par  le  moyen  de  rj. 

129.  Voyons  à quelles  conditions  les  trois  équations  (2)  et  (3) 
pourront  représenter  une  intégrale  de  (1).  Pour  cela,  calculons  de 
nouveau  les  expressions  des  dérivées  partielles  de  z,  en  ayant  égard 
aux  suppositions  que  nous  avons  faites  relativement  à a,  y,  tj. 

En  vertu  des  équations  (3),  les  expressions  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre  conserveront  leur  forme  primitive, 

z'  = û)',  Zj  = G}j. 

Les  expressions  des  dérivées  du  second  ordre  changent,  et  deviennent 
0.0)'  0a  0.  co'dy 
0a  dx'  dy  dx^ 

0.0);  0a  , d.cù^dy 


, 8.0)'  da  8.co'8y 


8a  0æ  ' 0y  8x  ’’ 


-= 


8.o)j  8a  8.(Oj8y 
8a  dy'  8y  8y’ 


ou 


z"  — a)"-|-^,  — (ù'  j-\-h  = cûC-J-A;', 

en  posant,  pour  abréger, 

d.cû'da  8.co',8y 


h = 


h'  = 


0a  8x 
8.  (O J 8a 
8a  8x 


8y  8x 

8.o)j8y 

+ Wx 


d.iù'da 
^ 0a  0?/ 


0.0)'  0y 

0y  8y 

8 .o),8a  8.o)j  8y 

8a  0y~'  0y  0y‘ 


Aux  expressions  précédentes  de  l on  peut  donner  une 

autre  forme,  après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  ^ 

&x  dy  dx  8y 

auquel  cas  se  manifeste  d’elle -même  l’égalité  h=^h'.  Pour  cela, 
différentions  par  rapport  à æla  première  des  équations  (3),  ce  qui  donne 

r)0  -^  O Pi  0 - w 

0a  , - 0a  0a  0y  _ 

8a  8x  0y 


8x 


8x 
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Mais,  dans  le  premier  terme  du  premier  membre  de  cette  équation, 
les  différentiations  par  rapport  k x et  è,  a s’effectuent  comme  par 
rapport  à deux  variables  indépendantes-,  donc 


d.œ 


8(0 


8.  co' 
8cc 


8x  8ci 

et  par  suite  Téquation  précédente  prend  la  forme 
8.  (o'  8^.(0  8a  8^.(0  8y 

8a  ' 8a^  8x'8a8y8x 

De  même,  en  différentiant  par  rapport  à » la  seconde  des  équations 
(3),  on  aura 

8.(o'  . 8^.  G)  8a  , 8^.(0  8y 


8y  8y^  8x 


En  différentiant  les  deux  équations  (3)  par  rapport  à 2/,  il  vient 

8.  Wj  8^.cû8a  I 8^.(o8y 


8a^  8^~^ 8c<8y 8^ 


0, 


8.(0,  8a  8^ 8y 

8y  * 8a8y  8y  ' 8y 


Des  quatre  équations  précédentes  on  tire 

8a l/8K(o8.(o'  8K(o8.cù'\  8y  1 /8^.œ8.(o'  8^.(o8.(o'\ 

8x  D \3a3y  8y  3y^  8a  j ' 8x  D \0o:3y  8a  8a^  8y  J ’ 

8a 1 /8^.  CO  8.(0,  0^.  wS.coA  8y 1 /8^.(o8.co,  8^.co8.(o\ 

8y  D \0a0y  8y  8y^  8a  8y  D \0a0y  8a  8a^  8y  ) ' 

en  posant 

0^.030^.03  /0^.O3\®. 

8a^  8y^  \8a8y)  ’ 

et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  des  dérivées  partielles  de  a et 
de  y dans  les  expressions  de  A,  /j,  Z,  on  donnera  à ces  dernières 

la  forme  suivante, 

1 


h = 


D 

h'  = 


0^.  03  /0.  03'\®  0^.  03  0.  03'  0.  03'  0^.  03  /0. 

00:^  \ Sy  / 8a8y  8y  8a  ' 0y^  \ 0^  / J 


-D 


8^.  CO  8.  co' 8.  CO,  8^.(0  /8,(o'  8.C0, 
8a^  8y  8y  8a8y  \ 8a  8y 


0^.  03  ^0.  03, Y 


0. 03'  0.  03, 

0y  8a 
8K  (O  8.(0'  8.(0, 
0y2  8a  8a 


') 


0^.  03  0.  03,  0. 03,  02.  03  /0. 

2^  -^  — j J' 


00:2  \ dy  J ^ 8a8y  8y  8a  8y‘' 

Ontre  cela,  par  un  calcul  algébrique  simple,  il  est  facüe  de  véri- 
lier  que,  en  retranchant  le  carré  de  la  seconde  des  égalités  précé- 
dentes du  produit  de  la  première  par  la  troisième,  on  obtiendra  le 
résultat  simple  suivant, 

M gj,  gj,  g„  y • 

130.  Maintenant  on  trouvera  sans  difficulté  la  condition  en  vertu 
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de  laquelle  les  équations  (2)  et  (3)  représenteront  une  intégrale  de 
(1). . En  désignant,  pour  abréger,  le  premier  membre  de  Téquation  (1)  par 
F (a;,  y,  z,  z\  z,,  z",  z'j,  zj, 
substituons-y  les  valeurs 

2 = 03,  z'  = 0)',  Z^  = z'  — z' , = iXi‘  Z^^  = 

tirées  des  équations  (2)  et  (3);  en  égalant  ensuite  à zéro  la  somme 
des  termes  qui  ne  se  détruisent  pas,  on  aura  la  condition  cherchée. 

Le  résultat  de  la  substitution  peut,  d’après  la  formule  de  Taylor, 
s’écrire  ainsi. 


F(a3,2/,  û),  0)',  0),,  0)"+^,  ~ F {x,  y,  û3,  k>^,  ûj",  cù' ,,  coJ 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à 
zéro,  en  vertu  de  la  supposition  que  la  substitution  des  valeurs 
z=co,  z' = Ü)',  = — 

doit  satisfaire  à l’équation  (1)  pour  des  valeurs  quelconques  de  a,  y,  ri- 
De  plus,  on  trouve 

SF  . 0F  0F 

==  2(ir~i^«3^),  g- 

, 02F  02F 

^0û)V~0o)"0û),, 

donc 


= iV: 


F(a;,  ?/,  w,  œ,,  fô"  + 7i,  0)',+^,  ®//+0 
= (Lr+ iV^co  J /i+2(F:— iV-ro' ,)  A;+ (L+ JVw")  ~ *^)- 

On  conclut  de  là  que  les  équations  (2)  et  (3)  ne  peuvent  repré- 
senter une  intégrale  de  (1)  que  dans  le  cas  où  la  fonction  rj  est 
déterminée  de  manière  à réduire  à zéro  le  second  membre  de  l’équa- 
tion précédente.  En  y substituant  les  valeurs  de  à,  h.  Z,  U — 
données  plus  haut,  égalant  à zéro  le  résultat  de  la  substitution,  et 
supprimant  le  dénominateur  commun  Z),  on  obtient  une  équation 
de  la  forme 


(4) 


où  l’on  a fait,  pour  abréger. 


I I 1 

^ ^ 0^'+ 


+(X  + Nco")'f^', 

dy  ~ 8y  8a)  ' 


9 ^ 
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En  faisant  attention  à la  composition  de  Féquation  (4),  il  est 
aisé  de  voir  qu’elle  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre 


02^  02^  02^ 
dady*  dy^ 

de  la  fonction  rj,  et  que,  dans  ses  coefficients,  il  n’entre,  en  défini- 
tive, que 

dri  dr] 

“>  ^ ’î’  8^’  0^- 


02/m  02,m  ^^7) 

En  effet,  les  dérivées  dôÉy*  ^ doivent  entrer  exclusivement, 

d^.ca  ^ . . . 8^.0) 


la  première  seulement  dans  ? la  seconde 


seulement  dans 


dccdy* 


la  troisième  seulement  dans  et  avec  cela,  elles  n’entreront  pas 

à une  autre  puissance  qu’à  la  première.  En  outre,  dans  la  compo- 

87]  87} 

sition  de  l’équation  (4),  il  n’entre  que  les  variables  «,  y,  tj,  g-, 


y,  dont  les  deux  dernières  peuvent  être  éliminées  au  moyen  des 
équations  (2)  et  (3). 

131.  Ainsi  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
donne  la  possibilité  de  transformer  l’équation  (1),  non  linéaire  à 
cause  de  la  présence  de  la  quantité  sV' — s', 2,  en  une  équation  (4) 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre  de  la  fonction 
cherchée;  tandis  que  ce  but  n’est  pas  atteint  par  les  transformations 
de  Legendre  et  d’Ampère,  que  nous  avons  indi4uées  plus  haut 
(Ch.  III,  §.  15).  On  peut  démontrer  qu’il  y a une  infinité  de  trans- 
formations possibles,  analogues  à ces  dernières,  c’est-à-dire  telles  que 
l’équation  (1)  conserve  après  la  transformation  son  type  primitif. 
Pour  cela,  il  n’y  a qu’à  supposer,  dans  la  démonstration  précédente, 
que  la  valeur 

(2)  Z = œ {x,  y,  y,  7]) 

soit  choisie  tout  à fait  arbitrairement,  et  né  représente  plus  une  in- 
tégrale particulière  de  l’équation  (1).  Alors  toutes  les  conclusions 
du  calcul  précédent  subsistent,  si  ce  n’est  que 

F{x,  y,  û),  co',  û)„  œ",  co',,  (ùj  = W 
n’est  plus  égal  à zéro.  Donc,  en  multipliant  l’équation  finale  par 


D = 


8^.03  8^.(0 


(8lcoy 

Wsy;  ’ 


8a^  8y^ 

ou  obtiendra  en  plus  le  terme  W.D^  et,  au  lieu  de  l’équation  (4), 
on  aura  la  suivante, 


4_  oe  1 i_  w 


ra^.oj 

8Kco 

/8^.cûy 

8y^ 

\8ci8yJ 

+ F = 0. 


En  vertu  de  la  remarque  de  l’article  précédent  sur  la  manière  dont 
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, dh]  ^ , d'^.cû 

les  derivees  ^ entrent  dans  -k-^ 

ca^  oady  oy^  oa^ 

il  est  clair  que  D sera  de  la  forme 


aiû)  aicj 

dady * dy^ 


D = a 


3^^ 

da^  dy^ 


( A Y 

VacfSy/ 


B^f}  d^T]  B^rj 


+*0^+ 


BaBy 
Bt] 


+«0p+/> 


Br)  ^ 

Par  suite, 

l’équation  transformée  conserve  le  type  général  de  l’équation  (1). 


a,  b,  c,  e,  f s’exprimant  au  moyen  de  0?,  y,  rj^ 

ccc 


- §.  19. 

132.  La  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
ramène  le  problème  de  l’intégration  de  l’équation  (1)  à l’intégration 
de  l’équation  (4).  Les  valeurs  des  coefficients  de  celle-ci  dépendent 
de  la  forme  de  l’intégrale  particulière  0 = w de  l’équation  (1).  Par 
conséquent  toute  la  difficulté  de  l’application  de  cette  méthode  consiste 
à choisir,  parmi  les  intégrales  particulières  de  l’équation  (1),  celle 
pour  laquelle  (4)  prend  une  des  formes  intégrables.  Nous  exposerons 
plus  loin  les  caractères  auxquels  on  peut  recourir  pour  ce  choix  dans 
les  cas  connus.  Maintenant,  pour  éclaircir  les  formules  générales 
appliquons-les  à un  exemple  particulier. 


n f 2 Q 

z'  z.\ 

0 0^^  — 0 / — 2 

'\xy 

1 

1 

Vy  y \ 


^œy  y x, 

a,  ô,  m,  n désignant  des  constantes  données. 

En  examinant  la  possibilité  de  satisfaire  à l’équation  proposée, 
par  des  valeurs  de  la  forme  générale 

0 = Ax'^+Bxy-\-Ci/-\-Dx-\-Ey-]-^ , 
on  trouve  sans  difficulté,  pour  intégrale  particulière  de  cette  équation, 
l’expression 

0 = C)ix-\-yy — rixy  — w, 

contenant  trois  constantes  arbitraires  a,  y,  r].  Par  suite,  en  consi- 
dérant ri  comme  une  fonction  de  a et  de  y,  et  joignant  à l’équation 
précédente  les  deux  suivantes, 

B. CO 
fia 

^ — (1  _ n 

gj,  — 2/\^l  »gj,j  - O, 

on  obtient  l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée,  si  l’on  déter- 
mine la  fonction  rj  par  la  condition 

Pour  trouver  les  coefficients  de  cette  équation,  calculons 


=4-,g)=o, 


ct—Yiy, 


W/  = y — 


O, 


O, 
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par  la  différentiation  de  la  fonction  co  relativement  à a?  et  à con- 
sidérées comme  des  variables  indépendantes  de  a et  de  y.  En  diffé- 
rentiant  ensuite  (»'  et  par  rapport  à « et  à y,  considérées  comme 
indépendantes  de  x et  de  y,  il  vient 


d.œ' 

8y 

d.œ  J 

dy 

0y 

--ywy' 

da 

d.a>' 

dtj 

d.œ, 

dy 

da 

33  K ■ 

oy 

Les  seconds  membres  des  deux  dernières  équations  se  réduisent  à 
zéro  en  vertu  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  équation  de  Tinté- 
grale  générale.  Maintenant,  par  les  formules  générales  (5)  du  § 
précédent,  on  trouve 

ou,  en  vertu  de  la  troisième  équation  de  l’intégrale  générale, 

— B,  ~ a. 

On  trouve  ensuite 

0.0)^  d.cû, 

parce  que  le  facteur  Z'-j-iVi/,  après  l’élimination  de  à l’aide  des 
équation  de  l’intégrale  et  la  substitution  des  valeurs  des  coefficients 
^ et  iV' tirées  de  l’équation  proposée,  se  réduit  à zéro.  De  plus, 


ou,  en  vertu  de  la  seconde  équation  de  l’intégrale  générale, 

— 5. 

Enfin, 

OU,  en  vertu  de  la  Seconde  et  de  la  troisième  équation  de  l’intégrale 
générale, 

U — Ix-j-my-j-nz. 

D’après  cela,  l’équation  (4)  se  réduit  à la  forme 

8K(o  8^.10  I , N n 

“ 0â2  gÿ2  — “ 0- 

Maintenant,  en  différentiant  la  fonction  ca  deux  fois  par  rapport 
à chacune  des  variables  o:  et  y,  que  l’on  doit  considérer  ici  comme 
indépendantes  entre  elles  et  des  variables  x et  y,  on  a 
d^.cû  d^.co  d^y 

0^2  0j,2  0y2 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente , et  la  divisant  par 
xy,  on  trouve 

. d^y  / m 

Mais  la  deuxième  et  la  troisième  équation  de  l’intégrale  générale  donnent 
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1 df}  1 ^ . 

X By  ^ y Sa  ’ 

par  conséquent,  pour  déterminer  la  fonction  r\^  nous  obtenons  enfin 
l’équation  linéaire  à coefficients  constants 

B\  B^ri  Sîy  Bri 

0^+»»  - O, 

dont  rintégrale  générale  peut  toujours  s’obtenir  soit  sous  forme  finie, 
soit  au  moyen  d’intégrales  définies,  par  la  méthode  de  Laplace(*). 
En  supposant  donc  la  fonction  ri  connue,  on  pourra  exprimer,  à l’aide 
de  cette  fonction  et  de  ses  dérivées  partielles,  l’intégrale  générale  de 
l’équation  proposée,  sous  la  forme  suivante, 

y_  _L  ^ L L 

BriBr]'  ^ Br}*  ^ B^ 

By  Bcc  Ba  By  Ba  By 


— 4- 
Brj  ' Br} 


§ 20. 

133.  Comme  on  l’a  déjà  remarqué  plus  haut,  Ampère  a in- 
troduit un  perfectionnement  important  dans  la  théorie  de  l’intégra- 
tion de  l’équation  fl),  en  découvrant  la  possibilité  d’appliquer  la  mé- 
thode de  la  variation  des  constantes  arbitraires  aux  intégrales  de 
cette  équation,  obtenues  à l’aide  des  équations  (A)  et  (B),  lorsque 
chacun  de  ces  deux  systèmes  n’admet  qu’une  combinaison  intégrable. 
Toutefois,  ayant  fondé  sa  théorie  sur  cette  idée  vraie,  mais  pas  assez 
générale,  il  n’a  pas  remarqué,  en  premier  lieu,  que  la  même 
méthode  peut  s’appliquer  aux  intégrales  particulières  de  l’équation  (1), 
obtenues  à l’aide  des  systèmes  (A)  et  (B),  lorsque  chacun  d’eux  ad- 
met plus  d’une  combinaison  intégrable,  et,  en  général,  à toute  inté- 
grale particulière  de  l’équation  (1)  avec  trois  constantes  arbitraires, 
par  quelque  moyen  qu’elle  ait  été  obtenue.  En  second  lieu,  les 
formules  générales  d’Ampère  ont  ce  grave  défaut,  qu’elles  ne  per- 
mettent pas  de  se  servir  en  même  temps  des  intégrales  des  systèm’es 
(A)  et  (B)  de  la  manière  la  plus  avantageuse.  En  troisième  lieu, 
l’application  même  des  formules  d’Ampère  pourrait  être  simplifiée 
par  l’emploi  de  la  méthode  connue  de  Lagrange  et  de  Charpit 
pour  l’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  qui  se  rencontrent  dans  cette  théorie,  au  lieu  de  la  méthode 
proposée  par  Ampère  lui-même. 

Nous  tâcherons  de  démontrer  ces  propositions  dans  ce  §.  et 
dans  les  suivants;  mais  nous  allons  auparavant  examiner  quelle  utilité 
particulière  présente  l’application  de  la  méthode  de  la  variation  des 


(*)  Histoire  de  rAcademie  des  Sciences,  année  1779.  Mcnioiro 
sur  les  suites,  par  M.  de  la  Place. 
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constantes  arbitraires  aux  intégrales  particulières,  obtenues  au  moyen 
des  systèmes  d’équations  (A)  et  (B). 

134.  Supposons  que  les  équations  (A)  admettent  une  combinaison 
intégrable,  dont  nous  représenterons  l’intégrale  sous  la  forme 
f{x,  y,  Z,  z\  s,)  = o:; 

ce  sera,  par  rapport  à l’équation  (1),  une  intégrale  particulière 
du  premier  ordre.  Mais,  en  la  considérant  comme  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  on  pourra  en  déterminer, 
par  la  méthode  de  Lagrange  et  de  Charpit,  une  intégrale  complète 

2!  Cù{x,  y,  Ci,  y,  f}), 

renfermant,  outre  a,  deux  autres  constantes  arbitraires  y,  ?/,  et  qui 
sera,  par  rapport  à l’équation  (1),  une  intégrale  particulière 
primitive.  En  lui  appliquant  la  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires,  on  devra  considérer  ri  comme  une  fonction  de  a 
et  de  y,  et  pour  la  déterminer  nous  aurons  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre 

d^rj  d^7}  d^'ï] 

* dccdy  * dy^ 

La  quantité  représente,  comme  on  sait,  l’argument  de  l’ime 
des  deux  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale  générale  de  l’équation  (1), 
et  cette  dernière  intégrale  doit  s’exprimer  au  moyen  de  7}  et  des 
fonctions  arbitraires  que  ^ renferme.  Par  conséquent,  une  des  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  l’intégrale  générale 
qui  représente  la  valeur  de  -r],  doit  aussi  avoir  pour  ar- 
gument a.  Mais  dans  ce  cas  l’équation  qui  détermine  la  fonction 

d'^7] 

rj  ne  doit  pas  contenir  la  dérivée  comme  nous  l’avons  démontré 

dans  la  théorie  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles 

d^7] 

du  second  ordre  (Chap.  I,  §.  6).  Cette  dérivée  ^ doit  entrer  exclu- 


sivement et  nécessairement  dans  l’équation  (4)  au  moyen  de  l’expression 

; par  suite,  dans  le  cas  considéré,  on  aura  nécessairement  = 0. 
En  faisant  usage  de  l’intégrale 

F(fl;,  y,  Z,  z\  Zj)  = 

déduite  d’une  combinaison  intégrable  des  équations  (B),  et  en  calculant 
une  intégrale  complète  de  cette  équation 

^ — (ù{x,  y,  (3,  y,  Tl), 

appliquons  à celle-ci  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. Si  l’on  considère  alors  t}  comme  fonction  de  et  de  y,  on 
a,  pour  déterminer  cette  fonction,  une  équation  selon  la  formule  (4), 
où  l’on  devra  seulement  écrire  à la  place  de  y et  y à la  place  de  a. 
Par  le  môme  raisonnement  que  dans  le  cas  précédent,  on  en  conclut 
(jue  maintenant  on  doit  avoü*  nécessairement  T = 0. 
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135.  Si  l’on  peut  obtenir,  au  moyen  des  combinaisons  intégrables 
des  équations  (A)  et  (B),  les  intégrales  que  nous  représenterons 
respectivement  par 

f{x,  y,  Z,  z\  Z,)  — a,  F(x,  y,  z,  z\  z,)  ==  P , 
les  premiers  membres  de  ces  équations,  qui  satisfont,  comme  on  sait 
(Chap.  ni,  §.  16),  à la  condition  d’intégrabilité 


\6æ  ' 3^^  Jdz'  \dx  'dz^  Jdz' 

, , a/  \eF  / 


0F 

dz 


+Tr-z 


O, 


fournissent  les  valeurs  de  z'  et  de  z^^  par  la  substitution  desquelles 
on  obtient  l’équation 

dz  — z'dx-^Zfdy^ 

intégrable  soit  immédiatement,  soit  après  la  multiplication  par  le 
facteur  d’intégrabilité.  Comme  résultat  de  cette  intégration,  on  a la 
valeur 


Z ==  CO  (x,  y,  Ûf,  /?,  't'i), 

qui  représente  une  intégrale  particulière  de  l’équation  (1).  En  consi- 
dérant 7]  comme  une  fonction  de  a et  de  p,  et  appliquant  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à cette  intégrale,  on  trouve, 
pour  déterminer  la  fonction  tj,  l’équation  donnée  par  la  formule  (4), 
dans  laquelle  on  écrira  ^ au  lieu  de  y.  L’intégrale  générale  qui  re- 
présentera la  valeur  de  s s’exprimera  au  moyen  de  l’intégrale  géné- 
rale qui  représentera  la  valeur  de  t]  et  des  deux  fonctions  arbitraires 
renfermées  dans  cette  intégrale.  Or  les  arguments  des  fonctions 
arbitraires  de  la  première  intégrale  doivent  être  a et  P]  par  consé- 
quent, a et  (S  doivent  être  aussi  les  arguments  des  fonctions  arbitraires 
de  la  seconde  intégrale.  Donc  l’équation  (4)  ne  peut,  dans  le  cas 
actuel  (Chap.  I,  §.  6),  renfermer  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 

d^T] 

0^’  0^’ 

d’où  il  suit  nécessairement  que  l’on  a = O et  T —0. 

136.  Enfin,  si  dans  l’équation  (1)  on  a 

G = K^—HL^MN  = O, 

alors,  comme  on  sait,  les  deux  systèmes  d’équations  (A)  et  (B)  cessent 
d’être  distincts  l’un  de  l’autre,  et  les  arguments  a et  ^ deviennent 
égaux.  Ayant,  dans  ce  cas,  une  combinaison  intégrable  des  équations 
(A),  dont  l’intégrale  soit 

/(x,  y,  Z,  z\  z)  — a, 

et  intégrant  cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
on  en  obtient  l’intégrale  complète 

2:  = Q}(æ,  y,  (V,  y.  Y]), 

laquelle,  par  rapport  à l’équation  (1),  sera  une  intégrale  primitive 
particulière.  En  considérant  t/  comme  une  fonction  de  a et  de  y,  et 
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appliquant  à cette  intégrale  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  on  obtiendra,  pour  la  détermination  de  i/,  une  équation 
selon  la  formule  générale  (4).  L’intégrale  générale  représentant  la 
valeur  de  ^ doit  s’exprimer  au  moyen  de  l’intégrale  générale  repré- 
sentant la  valeur  de  »/,  et  des  fonctions  arbitraires  que  cette  inté- 
grale renferme.  Mais  les  arguments  des  fonctions  arbitraires  de 
l’intégrale  en  z doivent  être  égaux  à a;  par  suite,  a doit  être  l’argu- 
ment commun  des  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale  en  t].  Donc 
(Chap.  I,  §.  6)  l’équation  (4),  dans  le  cas  actuel,  ne  peut  contenir 
les  dérivées  du  second  ordre 

da^  ’ dady* 

et  de  là  il  s’ensuit  nécessairement  que  l’on  a iü  = O et  >S  = 0. 

137.  Ainsi  l’avantage  de  l’application  de  la  méthode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires  aux  intégrales  particulières  de 
l’équation  (1),  obtenues  à l’aide  des  équations  (A)  et  (B),  consiste  en 
ce  que  l’équation  générale 


d^.co 


d^.co  , d^.co  . 


à laquelle  se  ramène  finalement  le  problème  de  l’intégration  de 
l’équation  (1),  admet,  dans  les  quatre  cas  que  nous  venons  de  con- 
sidérer, respectivement  les  formes  simplifieés  suivantes. 


2<?  r; 


^0, 

O, 


O, 


,0^ 

' dy^ 


+ !7=0. 


Si,  dans  l’équation  (1),  N =0,  cas  auquel  Ampère  s’est  borné 
dans  la  théorie  (*) , alors , en  vertu  de  la  dernière  des  formules  (5) 
du  §.  précédent,  on  a 17=0,  et  les  équations  définitives  prennent 
les  formes  encore  plus  simples 


à 


qa 

ii’f 


qii’ 

m 


ili 

doi 

de 


taa 

kii 

équ 


des 


(*)  Citons  le  passage  du  Mémoire  d’Ampère  où  il  est  question  de  cette 
restriction  : 

„Je  vais  appliquer  la  méthode  que  j’emploie  à l’équation 
Hr^2Ks-{-Lt~^M=:0. 

Cette  méthode  peut  aussi  être  appliquée,  avec  quelques  modifications,  à l’équation 
Hr-{-2Ks-\-Lt-\-M-\-N(rt^s'^)=  0, 
et  servir  à la  ramener  à l’une  des  deux  formes 

t = J(x,  y,  Z,  P,  q),  s =f{x,  y,  2:,  p,  9), 

suivant  que  la  quantité  BL  MN  est  nulle  ou  ne  l’est  pas.  Mais,  pour 


se  I 
sép, 
lew 

rend 

sont 

où  ! 
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2s^  + T— 


0, 


oc^  I — 0 

^ _ 

^0«0iî“^’ 


d^.co 


0. 


Les  deux  dernières  équations  présentent  les  formes  les  plus 
simples  parmi  toutes  celles  que  peut  prendre  Téquation  (4).  Ampère, 
à l’aide  de  sa  méthode,  obtient  facilement  la  forme  représentée  par 
la  dernière  équation , dans  le  cas  où  a lieu  l’égalité  6^  = 0.  Mais 
il  est  beaucoup  plus  difficile  d’obtenir  par  cette  méthode  la  forme 
que  présente  l’avant-dernière  équation,  dans  le  cas  général  où  G 
n’est  pas  égal  à zéro,  et  où  les  systèmes  (A)  et  (B)  fournissent 
chacun  des  combinaisons  intégrables,  dont  nous  avons  représenté 
(art.  135)  les  intégrales  sous  la  forme 

f(x,  y,  Z,  z\  Z,)  = a,  F{x,  y,  z,  z\  z^)  — 

La  difficulté  provient  de  ce  qu’Ampère,  n’appliquant  sa  méthode 
qu’à  la  première  des  deux  intégrales  précédentes,  ramène  de  cette 
manière  le  problème  à l’intégration  d’une  équation  de  la  forme 
0^.0)  B^.Cû 

il  faut  ensuite  procéder  avec  cette  équation  comme  avec  l’équation 
donnée  (1),  et  démontrer  que  la  nouvelle  équation  transformée  sera 
de  la  forme 

dad^  ’ 

tandis  que,  en  employant  le  procédé  que  nous  avons  proposé  plus 
haut,  on  ramène  tout  d’une  fois  le  problème  à l’intégration  d’une 
équation  de  cette  dernière  forme. 

138.  Kemarquons  encore  que  le  premier  membre  de  chacune 
des  équations 

d^.CO  ^ 02.G) 


S 


dccd(3 


0, 


se  compose  de  deux  facteurs,  dont  chacun  peut,  en  général,  être  égalé 
séparément  à zéro.  Mais  l’intégrale  générale  qui  représente  la  va- 
leur de  rj  ne  peut  fournir  que  les  seconds  facteurs,  parce  qu’il  n’y  a 


rendre  plus  simple  l’exposition  de  cette  méthode  et  les  démonstrations  qui  y 
sont  relatives,  j’ai  cru  devoir  me  borner  à la  formule 
nr-{-2Ks-{-Lt-{-AI=zO, 

où  les  dérivées  du  second  ordre  ne  se  trouvent  qu’à  la  première  puissance.‘' 
(Journal  de  l’Ecole  Polytechnique,  XVIIIe  Cahier,  p.  106). 
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que  ceux-ci  qui  contiennent  les  dérivées  du  second  ordre  de  cette 
fonction.  Les  premiers  facteurs  S et  T,  séparément,  peuvent  donner 
seulement,  dans  certains  cas,  des  intégrales  particulières  avec  une 
seule  fonction  arbitraire,  parce  qu’ils  ne  renferment  que  des  dérivées 
du  premier  ordre  de  rj.  En  général,  ces  facteurs  peuvent  être  négligés. 

Ainsi,  si  = O,  et  que  des  équations  (A)  et  (B)  on  tire  une 
intégrale  particulière  de  l’équation  (1),  de  la  forme 

Z = CO  (x,  y,  a,  y,  ^), 

on  aura  son  intégrale  générale,  en  joignant  à l’équation  précédente 
les  trois  équations 

0.03  0.CO  d^.co  

"07 

dont  la  dernière  sert  à déterminer  rj  en  fonction  de  a et  de  y. 

Si  G n’est  pas  égal  à zéro,  et  qu’au  moyen  des  équations  (A)  et 
(B)  on  ait  trouvé  une  intégrale  particulière  de  (1), 

CO  {x,  y,  «,  /?,  7}), 

on  trouvera  son  intégrale  générale  en  joignant  à l’équation  précédente 
les  trois  suivantes, 

0.W  „ 0.0)  ^ 02.0) 


da 


= 0, 


8/3 


dadp 


= 0, 


dont  la  dernière  sert  à la  détermination  de  en  « et  (3. 


§.  21. 


139.  Pour  donner  une  application  des  résultats  théoriques  que 
nous  venons  d’obtenir,  prenons  d’abord  les  exemples  qu’Ampère  a 
traités  comme  éclaircisements  de  sa  méthode.  Nous  constaterons 
ainsi  que,  dans  tous  les  cas  de  l’application  de  lar  méthode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires,  on  peut  se  servir  des  mêmes 
formules  (5),  lesquelles  fournissent,  en  outre,  les  résultats  d’Ampère  , 
par  une  voie  plus  directe.  Mais  auparavant  ramenons  ces  formules  j 
générales  à une  forme  plus  commode  pour  l’application.  Pour  cela,  ( 
remarquons  que  les  expressions  de  et  de  T peuvent  être  décom- 
posées en  facteurs,  puisque  chacune  d’elles  représente  une  fonction 
homogène  du  second  degré.  En  résolvant  l’équation  du  second  degré 


2{K—Nco',  L-{-Nco’ 


0, 


' iL+iVo),,  ' H-\-Nco^, 

on  trouve 

— K-\-  Nca',  + y (K—  Nio' Nm^X^+Na') 

Or,  en  désignant  par  P la  quantité  sous  le  radical,  on  a 

p=  K^~~HL  — N[IIco''+2Kco\-]-Lco^,-\-N{co’'co^—  œ'/)], 
et,  en  ajoutant  l’égalité  identique 

qui  a lieu  en  vertu  de  la  supposition  que  co  satisfait  à l’équation  (l),il  vient^ 


seii 


1 
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Par  conséquent, 

— K-^Nm’,±^G 
- H+Na,„ 

Au  moyen  des  deux  valeurs  de  m que  nous  venohs  de  trouver, 
les  expressions  de  >S,  T pourront  s’écrire  comme  il  suit, 

(6) 


X 


-R  = {H+Nw,,) 

~ôm' 

- 

~~dco' 

K—Nm',+VG 

dy  , K—Nco’,—iG 

Isyl  ■ 

dco,  ' 

H-\-N<a„ 

dco,  ' 

/r+A-o), 

1 

o:) 



_ dy 

— 

S z== 

»/,) 

~dco' 

dco' 

/dco'  dco'' 

\ “1 

dcûj  dco' 

da 

cni 

N 

1 

1 

' da  dy 

dco, 

j L + Nco" 

da^dy 

dcOf 

' H+NcoJ 

j ‘ H+Nco„ 

_ 

dy 

\da  dy  ^ 

/ 

-T=^(lï+Na>J 

—d(o' 

— 

~dco' 

da 

K-\-Nco'  , + i G 

da 

K—Ncù'—i'G 

dcoj  ' 

H^Na>„ 

dco,  1 

_ 0û: 



_ da 

X 


140.  Occupons-nous  maintenant  des  exemples  d’Ampère. 

L icV' — Ax^z  jz'  J Az  = 0. 

On  a ici 

H =x\  K 2xh, , L = Az,%  M=  2z'x^,  N = 0] 
par  conséquent 

G = K^  — L + MN  = 0:, 

donc  les  deux  systèmes  d’équations  (A)  et  (B)  se  confondent  en  un 
seul,  savoir, 

=0’ 

2zyK-T--j-2z'x  = 0, 

Ox(a  ' ox{a  ' 

j! 

dx(c£  dx(ci 

La  seconde  de  ces  équations,  satisfaisant  à la  condition  d’intégrabi- 
lité,  donne  l’intégrale 

icV  — z,^  =^2ci. 

Pour  intégrer  cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
par  la  méthode  de  Lagrange  et  de  Charpit,  formons  le  système 
d’équations  simultanées 

dx  d,y  — dz^  — dz'  ^ 


2z. 


ixz 


0 
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dont  une  des  intégrales  est  évidemment  z,  ==  const.  On  a,  par  conséquent 


et 


2a4-y2 

dz  = — dx-\-ydy. 
%c 


En  intégrant  cette  dernière  équation,  on  a l’intégrale  particulière 
de  l’équation  proposée, 

2a+y2 

\-ri 


dont  il  est  facile  de  vérifier  l’exactitude.  En  considérant  t)  comme 
une  fonction  de  a et  de  y,  et  joignant  à l’équation  précédente  les 
trois  suivantes. 


a. 


da  x~^  dcc 


dy^ 


X 
2 , 

x^By^ 


O, 


nons  aurons  l’intégrale  générale,  si  nous  déterminons  la  fonction  rj 
au  moyen  de  la  dernière  équation.  Or,  si  l’on  en  soustrait  la  seconde 
équation  de  l’intégrale  générale,  on  obtient  l’équation 

B^t] Brj 

By^  Bd  ’ 

dont  l’intégrale  a été  donnée  par  L api  a ce,  sous  la  forme 


/+œ 


e ^^(p(y-j-2uY(x)du, 


ç)  désignant  une  fonction  arbitraire.  Les  dérivées  partielles  de  cette 
valeur  de  y,  par  rapport  à « et  à y,  sont 


JL  f 

fia  Y dxJ 


Br} 


y-J  e-'‘^<p'(y-\-2uVa)iIu, 


CD 


' (y~\-^'^Y  cc)du‘j 


La  valeur  de  la  première,  'au  moyen  de  l’intégration  par  parties, 
peut  encore  se  ramener  à la  forme 
Brj  P+  “ 


+ CO 


En  substituant  ces  valeurs,  on  obtient  l’intégrale  du  problème,  donnée 
par  Ampère,  sous  la  forme  des  trois  équations 

2a+y2 

Z = y y ^ - ~~T~J  e -'“'ç)(y4-2wy 

2y  — 

+ 2ni  a)du  = O, 

+ 00 

2 

~ J c~’**q[)"(y-(-2îtl/ûr)«?z^  = 0. 
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Pour  vérifier  les  conclusions  de  la  théorie  relativement  aux 
valeurs  de  T,  différentions  la  fonction  a par  rapport  à æ et  à 

ÿj  en  considérant  a et  y comme  des  constantes-,  il  viendra 


y- 


De  plus,  en  différentiant  les  fonctions  œ'  et  co,  par  rapport  à w et 
à y,  dans  la  supposition  de  a;  et  â'  constantes,  on  trouve 


d.co' 

8a 


8^ 

8y 


2y 

.>2’ 


?:^_0 

8a 


8.(0  J 

â7 


1. 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  générales  (§),  où  Ton  fera 
N —O,  on  trouvera,  conformément  à la  théorie, 

E^O,  S = 0,  T=—l. 

On  intégrera  absolument  de  la  même  manière  les  deux  autres  exemples 
— + — — ==  O, 

et 

(^+^y)^^''  + 2{x+z,)(y+zy,+(y+z'^^^^^  ^ O, 

qui  sont  tous  les  deux  de  même  nature  que  le  précédent,  la  condi- 
tion (t  = 0 ayant  lieu  aussi  dans  ces  deux  exemples. 

141.  Considérons  maintenant  des  exemples  dans  lesquels  cette 
condition  n’est  plus  vérifiée. 

IL  ^ 

On  a ici 

K=x\  L = x^ 


2^  2’ 


M: 


X^Z 


2s,  Jv  = o,  ye  = -; 


donc  les  équations  (A)  et  (B)  prendont  les  formes  respectives 


8ÿ 


0, 


r\  / 

dx(a  Z 

2 / h \ 8z, 


8z 

8x{a 


-^  = 0 
^8x(a  ’ 


x{ 

8z‘ 


^ 8x(^ 


’+r  = 0, 


-sA'..  I L24.L 


/8x((5 


0, 


8z 


8y 


= 0. 


8x{^  " 8x{^ 

Aucune  de  ces  équations,  prise  séparément,  ne  satisfait  à la  condition 
d’intégrabilité ; mais  Ampère  a indiqué  une  combinaison  intégrable 
de  ces  équations,  qui  s’obtient  en  multipliant,  dans  les  deux  systèmes, 

2z. 

la  première  équation  par » la  seconde  par  — 1,  la  troisième 

X 

par  — 2x,  et  ajoutant  ensuite  séparément  les  équations  de  chaque 
système.  Les  deux  sommes  peuvent  être  représentées  comme  il  suit, 

x^8z' 2xz8x-^x^8zf  -|- 2xzj8x  \ 

hdzj  _i_  1=0, 

X J 

en  se  rappelant  que  l’équation  avec  les  signes  supérieurs  se  déduit 
du  système  (A),  et  celle  avec  les  signes  inférieurs  du  système  (B). 


■ 2z8x  — 2x8z  4- 
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Ces  deux  équations  contiennent  des  différentielles  partielles  par  rapport 
à æ;  mais  pour  'seconde  variable  indépendante  on  sous-entend  dans 
Tune  a,  dans  Tautre  On  a donc  pour  intégrales  les  deux  équations 
xh'  — 2zx  — Z>log2!^-j-2èlogic  = or, 

£cV-j-ic%,  — 2zx-\-h\ogz,  ~ 2b\ogx  — 
d’où  l’on  tire,  par  addition  et  soustraction, 

2x\z'  -|-  z^)  — 4:zx  =r  a 13, 

2Slog^2  = 

Jb 

La  seconde  de  ces  équations  donne 

Z J ~ x^e  , 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  z,  dans  la  première,  on  aura 


Par  conséquent, 

7 ( 


2x^ 

+ /3  , 2. 


• x^e 


tzl 

■ x^e  2& 


e 2&  x^dy. 


En  intégrant  cette  dernière  équation,  après  l’avoir  multipliée  par  -g» 
on  obtient  l’intégrale  particulière 
a-f/5 


&x 


-f-e  26  {jj — x)x^  — x^r]  = O) 


de  l’équation  donnée,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  aposteriori. 

En  considérant  maintenant  ri  comme  une  fonction  de  a et  de 
et  joignant  à l’équation  précédente  les  deux  suivantes, 


0or 

0.00 

W 


6x  2h 


da 

,drj 


on  obtiendra  l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée  en  détermi- 
nant la  fonction  rj  au  moyen  de  l’équation 


p-a 


d^rj 


(ÿ  — æ)æ2_a;2  _ = 0. 


0^.0)  - , 

= ~ ÎP  ^ — *-'**“*'  8adp 

Or,  en  retranchant  la  seconde  équation  de  l’intégrale  générale,  de  la 
troisième,  on  trouve 

1 . ..  /0Î?  07?^ 


0, 


Ajoutant  cette  dernière  équation,  multipliée  par  à l’avant-dernière 

et  divisant  la  somme  par  on  obtient  l’équation 

d^rj  1 /drj  dr)\  

07;0^~4i\0ûr~  W 
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pour  la  détermination  de  la  fonction  rj.  Il  est  aisé  de  remarquer 
qu’elle  ne  s’intégre  pas  sous  forme  finie-,  mais  son  intégrale  générale, 
d’après  la  méthode  deLaplace,  s’exprime  au  moyen  d’intégrales  définies. 

Pour  vérifier  les  valeurs  de  E,  S,  T,  on  trouve,  en  différentiant 
la  fonction  co  par  rapport  k x et  k y , et  considérant  « et  ^ comme 
constantes, 

a4-8  fcï 

' 1 {2xy  — Sx^)  — 2x1]^  CO,  ^ e 


O)  = 


En  différentiant  co’  et  cOj  par  rapport  à a et  à et  considérant 
X et  y comme  constantes,  il  vient 


1 


2x 


drj 

drj 


dco^ 

dci 

dco, 


1 


~ 2b  ^ 

1 


= — ^ 26 


00}'  1 

6^  “ (ÎJæÿ— 3æ";  — 2æg^. 

De  la  première  et  de  la  troisième  de  ces  équations  on  peut  éliminer 


8^  dji 

è«  8^' 

grale  générale,  multipliées  par  — ■ 


dco’ 


?r  et  ôi’  en  leur  ajoutant  la  seconde  et  la  troisième  équation  de  l’inté- 

2 

On  trouve  ainsi 
0/3  2x^  2b^  '*  • 

Mais,  en  ayant  égard  à l’équation 

P~a 

cOj  = e ^2, 

on  peut  encore  écrire  les  équations  précédentes  de  cette  manière, 

00)'  1 co, 


00)' co^ 

du  ~~  2x^'  2b' 

00), 


2b' 


co, 


00), 

du  ~ 

Ces  valeurs  doivent  être  portées  dans  les  formules  générales  (6), 
où  l’on  fera  y — p et  N = 0.  Pour  cela,  en  divisant  les  deux  pre-’ 
mières  équations  précédentes  respectivement  par  les  deux  dernières, 
il  vient 


00)' 

00! 

00), 

00! 

On  a d’autre  part 

K+-VG 


X^CO, 


dco’ 

IL 

00), 

W 


-^-1. 

x^co, 


Par  suite. 


ff 


1-j 5 — » 


K—ja 
H 


dco' 

du 

dco, 

du 

donc  = 0 et  T = 0. 


H ‘ 


M. 

dco. 


1-3 


K ~Vg 

H 


10 
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Multipliant  et  ajoutant  les  équations  précédentes,  on  trouve 
dco'  8a}'  8a)'  8a)' 

L âg  aoT 

8a}j  8a}, 


8a),  ' 8a), 


H 


2K 


8a  0/5  00!  0/3 

par  conséquent  la  seconde  des  formules  (6)  donne 


Mais  on  a 


-HL  da’dio,G 

H ~ Sa' H' 


Donc 


8a},  8a}, 
8a  0/3 


CO 


G = 


00 


2’ 


H=é 


-\-x^z,  — 2xz~h\ogz,-\~2b\ogx  = a. 


De  cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  il  a d’abord 
fallu  tirer  son  intégrale  complète  avec  trois  constantes  arbitraires  or, 
y,  oy,  intégrale  que  nous  désignerons  par 

F = 0; 

puis  son  intégrale  générale,  que  l’on  obtient  en  considérant  t]  comme 
une  fonction  de  a et  de  y,  et  joignant  à Inéquation  précédente  celle-ci 

Mais,  au  lieu  d’employer  pour  ce  but  la  méthode  de  Lagrange  et 
de  Cbarpit,  qui  donne  l’intégrale  générale  précisément  sous  la  forme 
voulue.  Ampère  s’est  servi  de  sa  propre  méthode  d’intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  laquelle  ne' donne 
pas,  en  général,  l’intégrale  sous  la  forme  des  équations 

8.V 


F = 0, 


Sy 


de  sorte  que,  pour  la  ramener  à cette  forme,  il  faut  encore  une  trans- 
formation spéciale.  Tout  en  rendant  pleine  justice  à l’idée  ingénieuse 
sur  laquelle  cette  transformation  est  fondée  (*),  on  ne  peut  toutefois 
s’empêcher  de  remarquer  que  l’application  d’un  tel  procédé  au  cas 
actuel  complique  fort  inutilement  le  calcul.  En  effet,  si  l’on  forme 
le  système  des  équations  simultanées  de  Lagrange,  correspondant 
à l’équation  proposée  aux  dérivées  partielles  des  premier  ordre,  on  a 


142.  Nous  nous  servirons  encore  de  cet  exemple  pour  indiquer 
plus  clairement  la  différence  entre  notre  méthode  de  résolution  et 
celle  qu’a  suivie  Ampère.  Comme  on  l’a  déjà  remarqué  plus  haut, 
au  lieu  de  fonder  la  résolution  à la  fois  sur  les  deux  intégrales  satis- 
faisant aux  systèmes  (A)  et  (B),  Ampère  n’a  fait  usage  que  de 
l’une  d’elles 


’ a 


/"■ , 


|et 


|Ei 

6ii 


tei 

;>i 


(*)  Voy.  p.  20  et  suiv.  du  Mémoire  d’Ampére.' 
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dx 


dz 


— dz' 


dz, 


.2_* 


z'x^-\-z,x‘^ — b 


26  2xz, 


dx dzj 

2k  5 

X Z, 


x‘‘  — — 2xzj-j- — 

Zy  ' ' X 

et  si  l’on  égale  le  premier  rapport  au  dernier,  on  trouve 

d’où  z^  = x^y. 

A l’aide  de  cette  équation,  on  tire  de  la  proposée 

X ' X‘^  ‘ 

Enfin,  en  intégrant  l’équation 

dz  = z'  dx-\-z^dy,f 

après  y avoir  substitué  les  valeurs  précédentes  de  z'  et  de  z^^  on 
obtient  précisément  l’intégrale  particulière 


Z = yx^y  — 


3a; 


■X^Y]  = 


0). 


pour  la  détermination  de  laquelle  la  méthode  d’Ampère  exige  des 
calculs  plus  compliqués  (*). 

Ensuite,  Ampère  applique  la  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires  à l’intégrale  particulière  précédente.  On  parvient 
aux  mêmes  résultats  que  lui,  en  suivant  les  procédés  expliqués  plus 
haut.  En  considérant  y]  comme  une  fonction  de  a et  de  y,  et  joi- 
gnant à l’équation  précédente  les  deux  suivantes, 

fîa  3a;  ' Sa 


0, 


a( 


= 


07  = *‘2' 


-^+..9^  = 0, 

3ya;  ' oy 


on  aura  l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée,  en  déterminant 
la  fonction  au  moyen  de  l’équation  (4). 

Or,  en  différentiant  œ par  rapport  à a;  et  à y,  et  considérant  u 
et  y comme  des  constantes,  on  trouve 

co'  = 2yxy—3yx^-j-  -{-2xy,  = ya;^. 

En  différentiant  maintenant  a'  et  w,  par  rapport  à a et  à y,  et  con- 
sidérant X et  y comme  des  constantes,  il  vient 
dœ'  0(a' 

0^  “ 07  ~ ’ 

Les  deux  dernières  équations,  en  vertu  de  la  seconde  et  de  la  troisième 
équation  de  l’intégrale  générale,  prennent  la  forme 
dcù'  h dco'  1 


0y 


yx‘ 


(•)  Voy.  p.  145— .148  de  son  Mémoire. 
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En  appliquant  alors  les  formules  générales  (5)  ou  (6),  on  trouve 
très-simplement. 

^ = O,  S = T = —à  î 

’ yx^  x^ 

par  suite,  l’équation  pour  la  détermination  de  la  fonction  rj  prend  la  forme 

2b  3^,0)  dKca 

y dccdy  d^y  ’ 

comme  la  théorie  le  faisait  prévoir.  On  trouve  ensuite 
d^.co  2 dKco  h 

dccdy  ^ dady*  dy^  2>y^x'^  dy^* 

et,  en  outre,  la  seconde  équation  de  l’intégrale  générale  donne 

1 dy 

3x^  dcc 

Donc,  pour  déterminer  tj,  on  a finalement  l’équation 

d^r)  2b  d^fj  b drj 

~l2  r57:â7.~rr2^ 


dy^  y dccdy  ' y^dct 
sous  la  forme  même  que  lui  a donnée  Ampère. 

Il  faut  ensuite  soumettre  cette  équation  à deux  transformations 
pour  la  ramener  à la  forme  plus  simple  que  nous  avons  ci-dessus 
obtenue  immédiatement.  Pour  la  première  transformation,  en  posant 

logy  = £, 

introduisons  s comme  variable  indépendante  au  lieu  de  y;  nous  ob- 
tiendrons l’équation  à coefficients  constants 

^ 07,^1  f,h 

Pour  la  seconde  transformation,  en  posant 

^ ~ a-\-2bB^ 

introduisons  ^ comme  variable  indépendante  au  lieu  de  e;  nous 
ramènerons  enfin  l’équation  à la  forme  demandée 


d^Y]  drj  dr] 


0. 


Ces  dernières  transformations  s’effectuent  assez  simplement  dans 
l’exemple  considéré,  parce  que  l’équation  à transformer  avait  déjà 
une  forme  linéaire,  non -seulement  par  rapport  aux  dérivées  secondes, 
mais  encore  par  rapport  aux  dérivées  premières  de  la  fonction  rj. 

Mais  la  difficulté  de  ces  transformations  augmente,  lorsque 
l’équation  à transformer  n’est  linéaire  que  par  rapport  aux  dérivées 
secondes  de  tj.  Il  est  aisé  de  s’en  convaincre  en  traitant  les  exem_ples 
suivants, 


^^z"  — Ax^Zjz'  ,-\-SzjZj^-{-2xh'  ==  0, 


z"  -\~2zjz\-\-(zj^  — b^)Zj^  = 0, 

pour  lesquels  on  peut,  au  contraire  parvenir  aux  résultats  définitifs 
d’A  m P è r e,  de  la  manière  la  plus  simple  possible,  en  suivant  notre  méthode. 


1 


anxi 


les 


que 
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§.  22. 

143.  Nous  avons  supposé  plus  haut,  pour  Tapplication  de  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à l’intégration  de 
l’équation  (1),  qu’il  existait  des  intégrales  primitives  particulières  de 
cette  équation,  renfermant  trois  constantes  arbitraires.  Mais  on 
rencontre  des  cas  particuliers  dans  lesquels  il  suffit  d’avoir  une  inté- 
grale particulière  avec  deux  constantes  arbitraires.  Un  cas  semblable 
se  présente  dans  les  équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  du 
second  ordre,  dans  lesquelles  il  n’entre  que  s"  et  ou  que  0'^  et 

Il  faut  remarquer  que,  dans  la  théorie  d’Ampère,  cette  forme 
d’équations  offre  une  importance  spéciale,  puisque,  comme  nous  l’avons 
remarqué  ci-dessus,  on  peut  toujours  ramener  à ces  formes  les  équa- 
toils  complètes,  linéaires  par  rapport  à z\  z' j et  z^^.  Dans  notre 
exposition  de  cette  méthode  d’intégration,  on  peut  regarder  la  forme 
en  question  comme  un  cas  particulier;  en  conséquence,  nous  nous 
bornerous  à la  réduction  d’un  des  exemples  particulièrs  traités  par 
Ampère,  pour  donner  une  idée  de  la  méthode  d’intégration  employée 
par  ce  géomètre. 

Prenons  l’équation 


D’après  l’exam-en  de  sa  forme,  on  en  conclut  (Ch.  I,  §.  6)  que  l’ar- 
gument de  l’une  des  deux  fonctions  arbitraires  de  l’intégrale  générale 
est  égal  à x.  En  posant  a = x^  l’autre  argument  devra  être  consi- 
déré comme  une  certaine  fonction  de  x et  de  y.  Soit 

P y)'i 

on  pourra,  en  vertu  de  cette  équation,  introduire  comme  variables 
indépendantes  x et  j3,  au  lieu  de  x et  de  y.\ 


En  différentiant,  dans  cette  hypothèse,  la  relation  entre  x^  y^ 
partiellement  par  rapport  à a;  et  en  regardant  la  quantité  ^ comme 
constante,  il  vient 

8x^ôÿdx{^  ’ dx'dÿ8x{^ 

On  a,  en  outre, 

' I , 

8x(l3 

En  substituant  dans  l’équation  proposée  les  valeurs  de  z,  et  de 
tirées  de  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 

dz, 


dx(^  " dx(^ 


dx((3 

Cette  dernière  équation  doit  se  partager  (Ch.  III,  §.  12)  dans  les  deux 
suivantes  ; 


I , ^2/  1 P, 

auxquelles  on  en  peut  encore  joindre  une  troisième, 

02!  , 8y 

Les  trois  équations  précédentes  ne  contenant  aucune  dérivée  de  z\ 
on  ne  pourra  former  avec  elles  une  combinaison  intégrable  autrement 
que  par  l’élimination  do  2!'.  A cette  fin,  éliminons  z'  entre  la  première 
et  la  troisième,  ce  qui  donne 
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ou,  en  vertu  de  la  seconde  des  trois  mêmes  équations, 

I -i  n 

dx(^ 

En  intégrant  cette  dernière  équation,  on  trouve 

^ 

Si  l’on  considère  ici  jS  comme  une  quantité  constante,  et  que  l’on 
prenne  de  nouveau  x et  ^ comme  variables  indépendantes,  l’équation 
précédente  représentera  une  intégrale  particulière  du  premier  ordre 
de  l’équation  proposée.  En  effet,  en  la  différentiant  par  rapport  à 
æ et  à «/,  il  viendra 

. Ss',  —1  = 0,  + = 0. 

Ajoutant  la  première  de  ces  équations  à la  seconde,  multipliée  par 


2 ’ 


on  retrouve  l’équation  proposée. 


De  l’intégrale  particulière  du  premier  ordre,  en  l’intégrant  comme 
une  équation  différentielle  ordinaire  (puisqu’il  n’y  entre  pas  de  dé- 
rivées par  rapport  à x),  on  tire  l’intégrale  particulière  primitive 

w = = 0, 

7}  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire  de  x.  Mais,  si  l’on 
considère  t]  comme  une  fonction  de  æ et  de  la  dernière  équation 
continuera  à être  une  intégrale  de  celle  d’où  on  l’a  déduite,  pourvu 
qu’on  y joigne  la  condition 

8.(0  8fi 

8?  = '~2/+0^  = O. 

Il  reste  à trouver  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  l’équation 

ZZj  — X = /? 

continue  d’être  une  intégrale  de  la  proposée.  Pour  cela,  en  diffé- 
rentiant la  dernière  équation  par  rapport  k x et  k y,  on  trouve 

r 1 / -1  12^/^ 

SS  ,-f  S S,  — 1 = + 

Ajoutant  la  première  de  ces  équations  à la  seconde,  multipliée  par 
1 


2 ’ 


il  vient 


, I ^ If 


Par  conséquent,  la  condition  cherchée  est  exprimée  par  l’équation 

dp  , 1 dp 


dx 


Or  nous  avions 


+ -2  0^==  O, 


“T  a.. 


dx^dydx(P 
donc  l’équation  de  condition  prend  la  forme 

=0. 

dx(P  z/ 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs 

4,  X ^y 

doù 

et 


d^7i 

dxdp* 
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\ 


i 


\ 


I 

I 


on  a,  pour  déterminer  la  fonction  l’équation 

intégrable  par  la  méthode  de  Laplace. 

§.  23. 

144.  La  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  sous 
la  forme  que  nous  lui  avons  donnée  dans  ce  qui  précède,  constitue 
le  plus  général  de  tous  les  procédés  que  l’on  ait  proposés  jusqu’ici 
pour  l’intégration  de  l’équation 

(1)  m''+2Xz^,  + Zz,,+M+N(z\-z'/)  ^ 0; 

car  elle  seule  embrasse  tous  les  cas  qui  diffèrent  par  le  nombre  des 

intégrales  possibles  des  équations  (A)  et  (B). 

En  effet,  dans  ce  Chapitre,  nous  avons  considéré  son  application 
aux  cas  où  nous  ne  connaissions  pas  même  une  seule  intégrale  des 
équations  (A)  et  (B),  et  à ceux  où  chacun  de  ces  deux  systèmes 
n’admet  par  plus  d’une  intégrale.  Nous  avons  indiqué  plus  haut 
(Chap.  III,  §.  13)  l’application  de  cette  méthode  à l’autre  cas  extrême, 
celui  où  les  deux  systèmes  (A)  et  (B)  admettent  jusqu’à  trois  inté- 
grales, et  se  confondent  en  un  seul,  en  vertu  de  la  condition  G = 0. 
Mais  comme  nous  avons  fondé  cette  méthode  sur  la  détermination 
préalable  d’une  intégrale  particulière  primitive  quelconque  de  l’équa- 
tion (1),  avec  trois  constantes  arbitraires,  il  est  alors  évident  de  soi- 
même  que,  si  chacun  des  systèmes  (A)  et  (B),  ou  seulement  l’un 
d’entre  eux  admet  deux  intégrales,  alors  nous  aurons  même  plusieurs 
moyens  pour  parvenir  à l’intégrale  particulière  demandée  de  l’équation 
(1).  Les  plus  avantageux  de  ces  moyens  seront  évidemment  ceux 
par  lesquels  on  aura  introduit  dans  l’équation  (4)  a et  (3  comme 
variables  indépendantes. 

Pour  éclaircir  ce  procédé,  prenons  pour  exemple  l’équation 

que  nous  avons  déjà  intégrée  précédemment  (Chap.  III,  §.  17)  par 
la  méthode  d’Ampère,  fondée,  comme  celle  de  Monge,  sur  la  dé- 
termination préalable  d’une  intégrale  générale  du  premier  ordre.  On  a ici 

L = N^ÿ,  i:  = Vë=^-^; 


donc  les  systèmes  (A)  et  (B)  prennent  la  forme 

8ÿ  I 


Sx(a~^^  èx(a  ® ® 0» 


0; 


I _ O 


Z.  s-t^+(*+2')  + 


' 8x(^ 
83 

8I4P 


8ÿ 

’'8x{§ 


0, 


= 0. 


5^2 , __  dy 

dx{cc  ^ ^'da'(a 

Le  premier  de  ces  systèmes  fournit  rintégralo 
(a)  3' -|- rc  = const.  ; 

du  second  on  tire  les  doux  intégrales 
(h)  yz,  = const., 

(c)  z/z'-j-x)  = const. 

Les  équations  (a)  et  (c),  dans  lesquelles  on  peut  remplacer  les  con- 
stantes arbitraires  respectivement  par  a et  par  donnent 


I 
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s = a — £C, 


Or  on  a 


= a — X, 

d.co' 

dct 


CO,  = 


1, 


O, 


0)  = — 1, 

d.cûj 

dcc 


' occ  Ci 

d^.co  y d^T] 

dad^^  a^'dccd^ 

D’après  cela,  les  formules  générales  (6)  donnent 


8.0), 


a/3 


= 0, 

1 

a 


Donc  on  a,  pour  déterminer  la  fonction  rj,  l’équation 

8^rj 


dc(8^ 


= 0, 


d’où  l’on  tire 

7j  = q)(a)-{-xp(P). 

Donc  l integrale  générale  de  l’équation  proposée  s’exprime  au  moyen 
des  trois  équations 

^ ^ («  — + y — —ci)jj'(^),  X = ^ + ç>'(a). 

De  même,  en  nous  servant  de  l’intégrale  (a)  du  système  (A)  et 
de  l’intégrale  (b)  du  système  (B),  nous  exprimerons  l’intégrale  géné- 
rale de  l’équation  proposée  par  les  trois  équations 

« = j3  logÿ+ ^log^log  — (p(ci)  — Tp(^), 

æ = flp'(a)  + ^— . ÿ = V(^)-log(^logiy 

Après  avoir  montré  l’application  de  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  à tous  les  cas,  en  nous  fondant  toujours 
sur  les  mêmes  formules  générales,  nous  avons,  ce  nous  semble,  des 
raisons  suffisantes  pour  l’appeler  une  méthode  générale,  et  une 
méthode  en  grande  partie  nouvelle  pour  l’intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  de  celles  du  moins  qui  ne 
s’écartent  pas  de  la  forme  générale,  à laquelle  nous  avons  limité  le 
cadre  de  notre  étude. 


^2  Q 

s = + V — «• 

Si  l’on  considère  rj  comme  une  fonction  de  a et  de  /3,  et  que  l’on 
joigne  à l’équation  précédente  ces  deux-ci 

da  ^ ' dcc  ’ 8^  cc~'  8^  ’ 

on  obtient  l’intégrale  générale  de  la  proposée  en  déterminant  rj  au 
moyen  de  l’équation 

8^.(0 


Page  16,  ligne  3:  Au  lieu  de 
définiti  on‘‘. 


.détermination^  mettre 


• ..-nrrBrnïæir 
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